La funcidon Z de Riemann
Prof. Marcela Wilder”

L os siete problemas del milenio han sido elegidos por unainstitucion privada de
Cambridge, Massachutsets, el instituto Clay de matemética, parapremiar conun millon
de dolares a quien demuestre alguna de estas conjeturas.

Uno de los problemas del milenio, elegido paraestetrabajo esel delos cerosdela
funcion zetade Riemann.

La conjetura de Riemann, consiste en creer que los ceros de la funcion zeta son
nimeros complejos cuya partereal es 1/2, es decir, estan alineados.

Laimportanciade su resol ucion radicaen gran medidaen su relacion con losnimeros
primos, temafundamental menterelacionado conlaseguridad informéticapor ser utilizado
en criptografia.

De hecho, bajo la hip6tesis de Riemann, fue como Jacques Hadamard y Charles de
lavalle Poussin pudieron probar en 1896 y deformaindependiente, el enunciado desde
entonces conocido como € “teorema de los nimeros primos”’, segun el cual, € total,
7 (X), de nimeros primos menores que un entero dado, x, verificamuy aproximadamente
lasiguienterelacion:

X

)= 069 - 1.08

Conceptos previos:

Anadlisis en variable compleja:

Funcionesdeunavariablecomplg a:

SeaScC,f:S—>C;f(z) =w.

Supongamosquez=x+iy AwW=u+ivconx;y;u,ve R;entoncesu=u(x;y) Av=v(X;y);
esdecir, podriamos considerar au; v: R —» R.

Por gemplosi f(z) = 22 = f(x+i.y) = (X +i.y)?=x%—y2 + 2xy.i, por loqueu(x; y) = x2—y2 A
V(X;y) =2xy.

Limites:
Seaf(z) =u(x;y) +i.v(X;y); 2, =X, + 1.y, W, = U, +iv, = le'_rgf 2 =W, o

[im u(xy)=u - lim vy =v.
(% y) = (% ¥,) 0 y) 0 (% Y) = (% ¥,) 0

* Docente de la Facultad de Ingenieria. Universidad de Palermo.
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Derivadas

Seaf unafuncion cuyo dominio de definicidn contenga un entorno de un punto z,.
Laderivadadef enz,, f'(z ), sedefinecomo: f'(z)) =lim M suponiendo
queel limiteexista pz0 Az

z+Az|2- 17|12 (z+A2).(z+ A7) -2z
Ejemplo: Seaf(z) = |21 entonces; 27222 12%_ 2+ 422+ A7)

Az
(z+A2).(z+A2)-22 _ 22+2A72+A22+A7.Az-2. z _ 7+ Az+z AZ
Az Az AZ’

Cuando z = 0, esto se reduce a Az, por |o tanto la derivada es cero en el origen.

Si el limite existe paraz # 0, se puede hallar ese limite haciendo tender lavariable
Az = AXx +i.Ay acero de maneraarbitraria. En particular, si Ay = 0; podemaos escribir

Az =Az; porloque, si € limiteexiste, suvalor hadeser z+z. Sinembargo, si Ax =0,
esdecir, Az=0+i.Ay, demodo que Az =- Az, entonces, el limiteresultaser z- z. Como

el limiteesdnico, z+z = z-z, luego, z=0.
Por lotanto €l limite existe sdlo en el origen.
Este ejempl o muestra que unafuncion puede ser derivable en un cierto punto, pero
no derivable en ninglin otro de cualquier entorno de dicho punto.
Dado quelaspartesreal eimaginariadef(z) =1 z|2 son u(x;y) = X2 +y2 A v(x;y) =0
Respectivamente, vemos que las componentes real e imaginaria de unafuncién de
variable compleja pueden tener derivadas parcial es continuas de todos |os ordenes en
un punto y, sin embargo, lafuncién no ser derivable, ni siquieraen ese punto.
Lafunciénf(z) = z| 2 escontinuaen cadapunto del plano por serlo sus componentes.
La continuidad de una funcién en un punto no supone la existencia de la derivada
en ese punto, aunque si vale lareciproca.

TeoremadeCauchy- Riemann:

Supongamos quef(z)= u(x;y)+i.v(x;y) y quef’(z,) existeenun punto z = x +i.y,

Entonces, lasderivadas parcialesde primer orden deuy v respectoax ey existen en
(X, Yo Y cumplenu (X, Y,) =V, (xo, Y, AU (xO, Yo) =V (X Yo

Y ademasf’(z)=u (xO,yO)+ RY (xo,yo) V, (xo,yo) i.u (xo,yo)

El hecho que se satisfagan | as ecuaciones de Cauchy- R| emann enun punto z,_(X;y,)
no basta paraasegurar laexistenciadeladerivadade unafuncién f(z) en ese punto pero
tenemosel siguiente (til teorema:

Supdngase que lafuncion f(z) = u(x; y) +i.v(x; y) esta definida en un entorno de
radio e de un punto z, =X +i.y,.

Supongase también que existen lasderivadas parcialesde primer orden delasfunciones
uy v respecto ax ey en todos los puntos del entorno y que son continuas en (X; Y,),
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entonces, S esas derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de Cauchy- Riemann,
u (X, Y, = vy(xo; Yo A uy(xo; Y =-V. (X, Y,), entoncesexistef'(z)) en(x; y,).
Ejemplos:
D Seaf(z) =z=x2—y?+i.2xy.
Entonces, u(x; y) =x2—y2 A v(X; y) = 2xy
u (X, y) =2xXAv, (Xy) =2y
u(X;y) =-2y AV, (X;y) =2x
Por verificarse las ecuaciones de Cauchy-Riemann, existe f'(z)) y ademas:
f'(z) =2x+i.2y =2.(x+i.y) =2z, luego, (2°)' = 2z.

2 @)= lzIZu(xy) =3 +y2 Av(xy) =0
Entonces u (X;y)=2xA Vv (X;y)=0
u(xy)=2yav, (xy)=0
Como no se cumplen las ecuaciones de Cauchy- Riemann salvosi x =y =0, la
derivadaf '(z) no existe si z= 0 como yahabiamosvisto anteriormente.

Funcionesanaliticas:

Unafuncion f delavariable complejaz es analitica u holomorfaen un punto z, si su
derivadaexiste, no solo en z,, sino también en cadapunto z de un entorno de z,. Nétese que
s unafuncionf esanaliticaen z,, estambién anal itica en cada punto en un entorno de z,.

Si unafuncién dejade ser analiticaen un punto z,, pero lo esen todo entorno de z,,
z, sellamaun punto singular def.

Consideremos, por gjemplo, lafuncién f(z) = 1/z (z#0) cuyaderivadaesf '(z) = -1/22
Tal funcién es analitica en todos los puntos, salvo en z = 0, donde ni siquiera esta
definida. El punto z = 0 es entonces un punto singular de z.

Una condicion necesaria, pero no suficiente paraque unafuncién z seaanaliticaen
un dominio D eslacontinuidad de f en todo D. El que se satisfagan |as ecuaciones de
Cauchy-Riemann es también necesario pero no suficiente.

Si dos funciones son analiticas en un dominio D, su sumay su producto son ambos
analiticosen D, deformaandloga, su cociente esanalitico en D, supuesto quelafuncion
del denominador no se anule en ninglin punto de D. La composicion de dos funciones
analiticas es también unafuncion analitica

Funcionesarmonicas:

SeaD c Cabiertoy u: D — Rdeclase C? usedicearménicas y solosi u_ + u, = 0.
2 2
A= 9% +i sellamaLaplaciano, esdecir, uesarmonicasi y solosi A(u) =0.
ox? ay?
Proposicion: Seaf: D c C— Cholomorfa; f=u+i.v,conu;v:D — R (D abiertoy
simplemente conexo); entonces u'y v son armonicas.
Demostracion:

u,+u = (u),+ (uy) y (por Cauchy- Riemann) = (vy) V) =V, -V, =0.
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And ogamente
Vo TV, = v),+ (vy) y (por Cauchy- Riemann) © (-uy) ) ,=-u,+u, =0.

Definicién: Sea D ¢ C abierto conexoy u armoénicaen D. SivesC?enDy u; v
verifican las condiciones de Cauchy- Riemann, sedice quev esunaconjugadaarmonica
de u. Notar que esto ocurresi y sdlo si f = u +i.v esholomorfa.

Proposicion: SeaD c C abierto conexoy sean u, v: D — R funciones de clase C?
entonces:

(i) v esconjugadaarmonicade u < -u es conjugada arménicade v.

(i) Si uy v son mutuamente conjugadas arménicas = Uy v son constantes.

Ejemplo: Hay varias maneras de calcular conjugadas armonicas, |0 usual, es hacerlo

amano integrando.

Seau: C —R definida por u(x+i.y) = y® — 3x% (u es armonica). Para calcular una
conjugada arménica de u, por Cauchy- Riemann, si v es conjugada armonica de u,
u =V, AU =-v,,entoncesu, =-6xy =V, , entonces, integrando, v, = -3xy?+ ¢ (X) (1)

Por otrolado, - u =-3y*+3x*=V, (2)

De(1)y (2)-u,=-3y*+¢"(x); por loqued’(x) = 3x*= ¢(x) =x°.

Luego, v(X; y) = -3xy? + x® esun candidato. Bastaverificar que

f(x+.y) = (y3—3x?) +i.(-3xy? + x®) esholomorfa.

Integrales:

Definiremos en primer lugar laintegral definida de una funcion compleja de una
variablereal t sobreunintervalodadoa<t<h.

Sea w(t) = u(t) + i.v(t) con uy v funciones reales de t, continuas a trozos en €l
intervalo cerrado [&; b]. Esdecir, cadaunadelasfuncionesesreal y continuaen todo el
intervalo, salvo posiblemente en un nimero finito de puntos donde la funcion, aunque
discontinua, tiene limites finitos por la derechay por laizquierda. Por supuesto, en a
solo serequiereel limite por laderecha, y en b sélo por laizquierda. Decimos entonces
guew es continuaatrozos en [&; b] y definimos laintegral como

b b b
J-W(t).dt = J-u(t).dt +i. J’ v(t).t
Propiedades.
b b b b
() Re(J-F(t).dt = j Re(F())dt A |m(J' F(t).dt) =J-Im(F(t))dt

b b
(i) o J.F(t).dt = ja.F(t).dt
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b b b
(ii) Si G:[a,b]—>C estambiéncontinua, [ (F + G)(t).dt = J' F(t).dt + J-G(t).dt
a a a

b
iv) < J| F(t)l ot

b
j F(t).dt

Lasintegralesdelasfuncionesde unavariable compleja se definen sobre curvasen
el plano complgjo, en vez delosintervalos sobre larectareal. Introduciremoslostipos
de curvas que resultan apropiadas para tales integrales:

Un arco C del plano complejo es un conjunto de puntos z = (x; y) tal que x = x(t);
y =y(t) cona<t<h. Dondex(t) ey(t) son funciones continuasdel pardmetroreal t. Esta
expresion establece unaaplicacion continuadel intervalo a; b en el plano z; los puntos
imagen estan ordenados de acuerdo con los valores crecientes det. Los puntosde C se
describen mediante laecuacion z = z(t), donde z(t) = x(t) +i. y(t)

El arco C esun arco simple o arco de Jordan si no se cortaasi mismo; esto es, C es
simplesi z(t1) # z(t2) cuando t1 #t2. Cuando el arco C essimplesalvo por ser z(b) = z(a),
diremos que C es una curva simple cerrada o curva de Jordan.

Integralescurvilineas:

Laintegral deunafuncién complgadelavariable complejaz estadefinidaentérminos
delos valores f(z) sobre un contorno dado C que se extiende desde un punto z(a) = z,
hasta un punto z(b) = z, en el plano complejo. Es, por lo tanto unaintegral curvilinea,
dependiendo su valor, en general, del contorno C asi como delafuncién f.

z, b
jf (2).dz = j f(2.dz= j f (Z().Z ().t
C Zl a

Teoremade Cauchy- Gousat:

Si unafuncion f es analitica en todos los puntos de un contorno simple cerrado Cy

en su interior, entonces, I f(9.dz=0
C
Formulaintegral deCauchy:

Sea f analitica sobre un contorno cerrado C con la orientacion positivay en su
interior. Si z, escuaquier puntointerior aC, entonces

dz

1 1 f@
f(zo):g._[ ir

C
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Esta formula nos dice que si una funcion f es analitica sobre un contorno simple
cerrado Cy ensuinterior, entonceslosvaloresdef enlos puntosinteriores aC quedan
completamente determinados por losvaloresdef en C.

f@
Cuando seescribelaférmulaintegral de Cauchy delaforma, J-; dz =27 .f(z)
c 0

se puede utilizar paracalcular ciertas integrales sobre contornos simples cerrados.
Ejemplo:
Sea C © circulo | z|= 2 con la orientacién positiva. Por ser analitica la funcién
f(z) =2/(9—2%) dentroy sobre C, y ser el punto z, = -i interior aC, tenemos:
z
z 9-2

| — dz=| _.dz:2ﬂi.[_i]:”
Yo-2).a+) “ 7 () o175

C

Teorema: Si unafuncién f es analitica en un punto, entonces sus derivadas de todos
los ordenes son también funciones analiticas en ese punto y vale que:
n! f(Z
f (n)(zo): - J ( )
2mi (z-z,)™*

C

dz (n=0;1;2;..)

Con C contorno simple cerrado y z,un punto fijointerior aC.

TeoremadeMorera:

Si unafuncion f es continuaen undominioDy s J- f(2).dz=0 paratodo contorno

cerrado C en D, entoncesf esanaliticaen D. ¢

Teoremade moédulomaximo:

Si f esanaliticay no constante en un dominio, entonces | f(z) | no alcanzaun valor
méximo en esedominio. Esto es, no existeun punto z, en el dominiotal que | f(z) | <|f(z))|
para todos los puntos z en €.

La funcién Z de Riemann:

Comenzaremos nuestraexposicion con unabreve biografiadel autor delaconjetura.

Georg Friedrich Bernhard Riemann, hijo de un pastor luterano, el segundo de seis
hermanos, nacié en la pequefia aldea en Hanover, Alemania, € 17 de septiembre de
1826. En este afio, Hanover no gozaba de una vida prospera, y las condiciones de un
pastor con unamujer y seishijosque aimentar y vestir no eran en realidad envidiables.
Algunos biografos pretenden, quiza con justicia, que la delicada salud y las muertes
prematuras de muchos delos hijos de Riemann fueron el resultado deladesnutricion de
su juventud, y no debidas alas circunstancias.
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Lamadre muri6 también antes de que sus hijos llegaran ala edad adulta.

Desde sus primeros afios fue timido y desconfiado, con un terrible horror ante la
idea de hablar en publico o de atraer la atencién sobre si mismo. En su vida posterior
esta cronicatimidez constituyd un serio obstaculo, ocasionandole muchos tormentos,
hasta que pudo vencerla por una diligente preparacion cuando tenia que hacer una
presentacion en publico. La simpética timidez de lainfanciay de la adolescencia de
Riemann atraiaatodo el quele conocio, y estabaen extrafio contraste con laaudaciade
su pensamiento cientifico maduro.

Riemann tenia el prurito por la perfeccion, que més tarde habria de demorar sus
publicaciones cientificas.

Haciamasdelo que podia, puesel futuro matematico deseaba satisfacer |osdeseos
de su padre 'y ser un gran predicador.

Lepidié asupadree permiso paradesviar susestudios. Este consintié que Bernhard
siguieralacarrera matemética, 1o que produjo en el joven un sentimiento de profunda
felicidad y agradecimiento.

Entoncesmarchd aBerlin paraser iniciado por Jacobi, Dirichlet, Steiner y Eisenstein,
en nuevasy vitales Mateméticas. No hay dudade que alli se originaron, al menas, los
gérmenes de unade las mas grandes contribuciones de Riemann ala Matemética pura.
Ladefinicion de unafuncién analitica de una variable compleja, expuesta en relacion
conlaanticipacion de Gauss al teoremafundamental de Cauchy, fue esencia mentelade
Riemann. Cuando se expresaanaliticamente en lugar de geométricamente, esadefinicion
se pone a la par de las ecuaciones en derivadas parciales, que Riemann tomé como
punto de partida para una teoria de funciones de una variable complea

Dedico gran parte de sutiempo alacienciafisica, aparte delaMatematicapor ello
no emprendid su tesis doctoral hasta que tuvo 25 afios.

El exceso de trabajo y la falta de comodidades provoco en Riemann un derrumbe
nervioso cuando tenia 30 afios, y €l joven se vio forzado atrasladarse durante algunas
semanas, alaregién montafiosade Hartz. Al fin, en 1857, teniendo 31 afios, obtuvo €l
cargo de profesor ayudante.

Pero entonces se produjo un verdadero desastre: su hermano murié, y desde entonces
tuvo que cuidar de sus tres hermanas

A los33 afiosfuenombrado el segundo sucesor de Gauss. Paraaliviar susdificultades
econdémicas, las autoridades universitarias le permitieron residir en el Observatorio,
como Gauss habia hecho. Las Sociedades doctas, incluyendo la Sociedad Real de
Londresy laAcademiaFrancesade Ciencias, le honraron nombrandole miembro, y en
poco tiempo obtuvo todas | as distinciones que puede recibir un hombre de ciencia.

Sus problemas material es habian mejorado consi derablemente con su nombramiento
deprofesor titular, y Riemann pudo casarse cuando tenia 36 afios. Sumujer, Elise Koch,
eraamigade sus hermanas. Un mes después de su matrimonio Riemann cay6 enfermo
(julio de 1862), con pleuresia. Una curacién incompleta dio lugar a la tuberculosis.
Amigosinfluyentes pidieron a gobierno que concedieraa Riemann | osfondos necesarios
paraque convalecieraen el suave climade Italia, donde permaneci6 aquel invierno.
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El siguiente agosto (1863) naci6 su hijaldaen Pisa.

Sus Ultimos dias pasaron en unavilla, en Selasca, aorillasdel Lago Mayor.

Riemann murié en plenagloriade su genio maduro, €l 20 dejulio de 1866, teniendo
39 afios.

La grandeza de Riemann como matematico reside en su poderosa capacidad de
generalizacién 'y en el alcance ilimitado de los métodos y nuevos puntos de vista que
descubri6 tanto en la Matemética pura como en la Matemética aplicada. Los detalles
jamas leimportaron, y apreciabael conjunto de un vasto problemaen laformade una
unidad coherente. Hasta en las notas fragmentarias y en los proyectos incompletos,
muestra la novedad, y nos permite pensar que Riemann murié mucho antes de haber
realizado toda su labor.

Lateoriade Riemann estabasadaen el teoremade Elller de 1737 donde demuestra

que lasumadelosreciprocos delos nimerosprimos, esdecir, 1. | 1 1 1 1
2 * 3 5 7 11
formaunaserie divergente.

Lademostracion surge de probar que )’ 1. In(InX) (X — o0)
p< x
Lallamadafuncién zetade Riemann fueintroducida por Eliler medianteladefinicion:

(9= 3 -

Se trata de una serie convergente donde s es un nimero complejo con parte real
mayor que launidad.

Riemann tuvo laideade extender estafuncion atodo €l plano complejo por medio de
unaextension analiticasalvo paraun polo simpleens=1.

Esta extension la realizo por medio de una funcion aternativa que se comporta
exactamenteigual alaoriginal entodo sudominioy lacontintaanaliticamente fuerade
su dominio.

Lafuncion factorial:
Todos conocemos ladefinicion defactoria parane N comon! =n.(n-1).(n-2)....1
Eller extendi6 el concepto defuncion factorial a(-1; +eo) como:

n!:_[ eXx" dx.

Més adelante, Gauss introduce |a notacién [1(s) = J-e XS dx (s>-1);T1(s) =9.
También puede verse que:
[1(s) =sIl(s-1)

s .
y que m—sen(ns) *)
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Enlaexpresion S'=_[e't.ts dt Riemannllamdt=nx, por loquedt = n.dx,

entonces, [1(s-1) =
Je‘t.ts'ldt = _[e'"x(nx) sindx = ns'l.n._[e'”xxsfldx = nS._[ e ™ xsdx
0 0

H( 1)

entonces,

J-e ™ xSidx cons>0yne N.

Entonces ZHle): D U g™ xsflj dx
n=1 n=1\7%

n

Por unlado, § 11D _ > 1
r un lado nz:i st _H(srl).nz:’1 08 Q)

Por otro |ado, Ue“x&l]dx J-Z (e™xs)dx = J-(xsfl m e”xjdx—
Iz e
S 1 1

Aplicando o sabido de series de potencias, donde 2 =

n 1 -
= r-1

J Xs—l_ Z

0 n=1

oo

1 de - jx&l dx @
eX)n

0 ex'l

= TI(s-1). Z—
Luego consideré laintegral sobre el contorno:
Hoo
(X dx
e-1 x
Hoo

Loslimitesdeintegracion pretenden indicar el camino deintegracién comenzando
de +-o, moviéndose hacialaizquierdapor debajo del semigjepositivo delasx, rodear el
origen unavez en ladireccion positivay volviendo a g e positivo delasx a-+es.
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8 OF s [ OF e+ T dx

Laintegral puede escribirse como: @ Dx @ Dx (e* )
Hoo Ix1=

El término del medio es 2rti vecesd promedio del valor de (-x). (e<- 1)t en el circulo
Ix| =& (porqueen estecirculoi do = d7x)_

Por lo tanto, €l término del medio tiende a cero cuando 6— O siempre que s > 1
(porquex.(e<- 1)* esnosingular alrededor dex =0)
L os otros dos términos se pueden combinar para hacer:

+oo ) +oo
X)° (-¥)° (-¥)° — (airs - @i
I « ‘,;'ﬂ‘o( e-0x ¥ ) e 1x dXJ =(em-e

. . . ( X)° =
Combinando con o anterior, seobt|ene+w o1 x - =2i sen(ns).J1(s-1). Z
[1(-9)

2 mi
=sen(ms) ,

1
n*

Finalmente, multiplicando miembro amiembro por y utilizando lo predicho
al hablar delafuncion factorial (*

) s
[1(s) 11(-9)
H(s) (x)S dx :i 1

s+ de aqui obtenemos otra de las muchas expresiones de

5l

G(s)como: § (s) =

%

o

Donde paras> 1, ladefinicion coincidecon £ (s) = 2 .9
n=

No obstante, laférmula(3) para{(s) esvéidaparatodo s. De hecho, laintegral de(3)
converge paratodo s, real o complejo (pues €* crece mucho mas rapido que x® cuando
X—o0), lafuncion definida en (3) es analitica pues su convergencia es absoluta en un
dominio compacto. Estafuncion es analiticaparatodo punto salvo laposible excepcién
des=1, 2, 3..., dondeIl(-s) tiene polos. Pero paraS = 2; 3; 4... laférmula (4) no tiene
polosy paras=1, laférmula(4) tieneun polo simple.

Por lo tanto, lafuncion definida en (3) es una extensién analiticaparatodo el plano
complejo salvo paraun polo simpleens= 1.

Esta funcién es conocida como lafuncion zeta de Riemann.

Relacién entrelafuncion zeta de Riemann y losnimer osprimos:
Tomemoslaserie

1+

1 1 N
1+ps+p2+p3+ —+ +
pl pl pl pis ( ps)z ( ps)3 2:4
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i & 11
(utilizando que nz:‘l = )
1 p_5-1+1 p_s 1 1
=1+ = 1 - (- _ t
= piS-l - piS_l - pis_l = pis_l =1- ps entonces,
p?
N
_1:[1 1- p-s = 1:[1 (1 + pi’S + pi»25+ pi»35+ ) .

i=1 i=1 k=0 k,=0 ky=0 kn=0

distribuyendo, :i i i [Tl R i i i (P, p2..py")°=

ky=0ky=0  ky=0 k1=0 ky=0 kn=0

el conjunto de enteros o = { p,s. p,2...p ¥}, 0< k Vi esel conjunto de todos los

numeros enteros cuyos factores primos son menores o igualesque p,,. Elloimplicaque

J € o, < todos los factores primos de j son menores que p,.
Consideremoslasiguiente expresion:

c-I1 L.

LU p = |§ (9-1-n2-n2-n>- .. |: Dote-1- n>-ns-ns- ..

t=1

donde n e o,

La sumatoria se realiza para todos los nimeros naturales, en tanto que los que se
restan son nimeros enteros cuyos factores primos son menores o iguales a p,. El
resultado de esaresta serala suma de todos |0s nimeros enteros cuya descomposicion
en factores primos conste de ndmeros cuyos factores primos sean mayores que P=p, .

Definamos ese conjunto como 3.

2it|<X [if|=X iR < (P+) RO+ (P+2 RO+ .

ieBy jeBy jeBy

Luego

Para demostrar laigualdad anterior denotemos como &, a conjunto definido dela
siguientemanerati € § < i>P

Demostraremos que B < 8, . En efecto,

JeB,=j=pl.p/e.p dondepi=2PVi=jed,.

Porotrolado,3j e 3 :j ¢ B,. Enefecto, seaj = p'tal quep <Py t>log,(P).

Luegope B Ap=P+l=pej,.

Por |o tanto <S(P+1)RO+ (P+2)RO+ .

T 1
co-IT
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Pero lim 2(P+ j) R® =0paraR(c) > 1. Dedonde

Naml =1

co=1I1 -1 paraR(s) > 1

p primo 1_ p»S
Este resultado es conocido como el producto de Eller.

Otrasequivalenciasdelafuncion zeta:
1- Expresidnintegral:

Lafuncion zeta puede expresarse de formaintegral como sigue:

Si tenemos en cuenta que
b

dz= Jt @D gt = I|m _[t @) dz = lim - tz

b— e

Z+1 a blin o

n n

o

Setendriaque: 1 1

1
z.z _[ [ dt
k

k=n

=

Y por consi gwente

urZiuiLL:uZZ]

k=1 k=n

k+1

Tk [

2 Usandolafuncmngamma(l"(x) _[t“ etdt)parax>1

k>1

3 Usandolatransformadade Méellin:

(@ =- z.J frac [tl] tridt  (confrac(t) = partefraccionariadet)
0

4 Laecuacionfuncional:
2005[ > ] TI®. 2
(2n)*

5 Caculandolimite:

(9=

limC (2 = ?ﬂ+ Y , donde eslafamosa constante de Euler:

z-1

ﬁmﬁ&Mﬂ

(y = 0,5772156649)
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Cerosdelafuncion zetadeRiemann:

Lahipoétesis de Riemann dice que todos los ceros no trivides de lafuncion zeta estan
sobre estalinea

Otra de las equivalencias de la funcion zeta de Riemann es la Ilamada ecuacion
funcional, por lacual:

7r>2§ F[Z)C (9 =x

Lafuncion zetade Riemann tiene cerostrivialesen 2; -4; -6; ...pues son los polos de
I'(s/2). Utilizando € producto de Eller con la ecuacion funcional, se puede ver que
todoslos otros ceros cumplen ladesigualdad 0 < Re(s) < 1y son simétricos respecto de
larectadonde Re(s) = Y.

En 1986, seencontraron 1.500.000.001 cerosno trivialesdelafuncion zeta, de hecho,
con partereal igual a%a

Hardi probo, en 1915, que hay un numeroinfinito de ceros con Re(z) = %. Estefueel
primer resultado concreto sobre la conjetura de Riemann.

En 1989, Conrey mostré que el 40% de los ceros de la funcién zeta estén sobre la
rectaRe(s) =Y.

C (n) esconocidaparan par, pero € estudio delafuncion paranimpar esmucho mas
dificultosa.

En 1979 sedemostro que £ (3) esirracional aunque no se pudo demostrar o mismo
paratodos |losimpares.

Enel 2001, sedemostro queexisteninfinitosvaloresden paraloscuaes{ (2n+1) es
irracional y que (5); £ (7); £ (9); £ (11) sonirracionales.

Se sabe también que:

1
_ _1\n+1l 922n-3 - 2n
= CDTZEAT e | (dx
0

s
2

1-s
r (2] {(1-9 ,dondel’(n+1)=n!Vn=>0

(2-1)(2n-2)!

{(@n+1)= %%J E,, (¥).tan [%nx ]dx

dondeE (x) esel polinomio n-ésimo de Ediler.

El jueves 12 de septiembre de 2002, el matematico paguistani Aslam Chaudhry
presentd anteel 11°taller de Ciencias Espaciales Basicas que sedesarroll6 en el complgjo
espacial de Faldadel Carmen, Provinciade Cordoba, Argentinaunademostracion dela
conjeturade Riemann.

El encuentro fue organizado por Naciones Unidas, laAgenciaEspacial Europeay la
Comision de Actividades Espaciales.

Esta presentacion puede considerarse preliminar pues alin falta que un comité
internacional compuesto por losmasrelevantes cientificosdel campo verifiquen que su
teoriaesvadida.

De comprobarse que Chaudhry acerté con laresolucion del gran dilemamatemético,
anticipo que donara su premio de un millén de ddlares a algunainstitucion cientifica.
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