Funciones Elipticas
Ing. Esteban di Tada”

Introduccion

Las funciones elipticas son conocidas desde hace mucho. Sin embargo en este
ultimo tiempo han recibido una gran atencion por parte de muchos matematicos. Han
sido el origen de importantes descubrimientos sobre todo en la teoria de nimeros. El
Ultimo teoremade Fermat esun jemplo deello asi como nuevos métodos defactorizacion
de niimeros en susfactores primos. Unafuncion elipticano esunaelipse. Estavinculada
con la nocion de integrales elipticas que recibieron este nombre porque aparecen
naturalmente cuando se quiere encontrar lalongitud de un arco de una€lipse. Asi como
el estudio delalongitud delacircunferenciadaorigen alas funcionestrigonométricas,
el calculo delalongitud delosarcosdela€lipse daorigen alasintegraleselipticasy sus
funcionesinversaslasfuncioneséelipticas. El estudio delasfuncioneselipticasempieza
conWallisen 1655. Newton y Wallis publicaron unaexpansién infinitaparacacular la
longitud de un arco de elipse.

La definicion formal de una funcién eliptica se establece a partir de la siguiente
integral:

Jr (syp) ax ()

donde r (x,y) es unafuncion racional y p(x) es un polinomio de orden 3 0 4 sin raices
multiples. En 1679, Jacob Bernoulli encontré unaintegral elipticatratando decalcular la
longitud de una espiral. En 1694 dio un paso importante en la teoria de las funciones
elipticas analizando la forma de una varilla el astica comprimida en ambos extremos.
Demostro que lacurvasatisfaciaunaintegral delaforma

ds 1
i e @

Bernoulli introdujo el concepto de lalemniscata cuya ecuacion es (x? + y?)?= x2- y?

cuyo arco tiene unalongitud entre 0 y x dada por la siguiente integral j dt

0 \h— t!
En el gréfico adjunto serepresentaen formagréficalalemniscata

* Decano de la Facultad de Ingenieria. Universidad de Palermo.

1. John Wallis, hijo del reverendo John Wallis que fue ministro en Ashford en 1602, naci6é en 1617.
A los 13 afos de edad se consider6 a si mismo con suficiente madurez como para cursar la Universidad.
El 1631 tomo6 sus primeros contactos con las matematicas. En 1637 recibio su diploma de BA y en
1640 su Master. Se hizo famoso por su capacidad de descifrar mensajes. Un de sus libros més famosos
fue Arithmetica infinitorum. En su libro Tract on Conic Sections describe las curvas que se obtienen
cortando un cono con un plano.
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Lalongitud de un arco delacurva

representada por lafuncién f(x)
esta dada por laintegral

Lemniscata

o |rary r’/ \\
xj; I+[E]dx &) { 3

En el caso de una elipse cuya ecuacion es

¥y 4
B S
el

se obtiene que
dy (b} x
& [a) y ©®
reemplazando (5) en 3 se obtiene
AEEEESIEEIEE
.‘{U a' -\! !0 a }!

Reemplazando (4) en (6) se obtiene finalmente

Para el caso particular de a = b =r (circunferencia) se obtienen las ecuaciones

conocidas de lalongitud de un arco de circunferencia.

L adefinicion que usaremos para unafuncion elipticaes mucho més sencillaaunque
No por eso menos ricaen sus resultados. Unafuncion eliptica es un conjunto de puntos

en el plano xy que satisfacen la siguiente ecuacion

y2= Ax®+ Bx2+ Cx + D (7)

Esta definicion? es vaga ya que no se especifica nada sobre los coeficientes y las
variablesx ey. Pueden ser nimeros que pertenezcan alosreales (R), o alos complejos

©

2. Esta definicion no es aplicable para ciertos casos en donde el dominio de definicion sea un cuerpo

de caracteristicaigua a2 o igud a 3.
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(C) (que tienen la propiedad de ser algebraicamente cerrados ya que todo polinomio
cuyos coeficientes pertenezcan a C tiene sus ceros pertenecientes a los complejos) o
pueden ser pertenecientes a los racionales (Q) o a un cuerpo finito (F) o, méas
precisamente, aun cuerpo de GaloisGF(p") 2.

Por medio de un simple cambio de variableslaecuacion (7) puede transformarse en
lasiguiente

y?=x3+ax + b (8)

Si se emplearan los siguientes valores
y’=x¥+6x +1

seobtendrialafuncién que serepresentaen el siguiente grafico. Cambiando losvalores
de ay b podrian generarse diferentes curvas.

(o]
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Siempre dentro de los reales se puede, variando los coeficientes, obtener otras
formas de gréficos como los siguientes:

3. p s un nimero primo y n un entero mayor que 0
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(4)]

Lamismafuncién calculadaen GF(11) tienelasiguienterepresentacion grafica(La
cantidad de puntos es finita)
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Lointeresante esque sobrelos puntosdelacurvael ipticase puede definir unaestructura
degrupo, que en el gjemplo previo serepresenta por medio de lasiguiente tabla:

X0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
00 1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12
171 6 0 7 11 2 10 8 4 5 12 9 3
212 0 5128 9 1 3 7 11 6 410
313 7 129 010 8 5 2 6 4 1 1
414 118 0107 9 1 6 3 5 12 2
5/5 2 9 10 7 11 0 12 3 4 1 8 6
6|6 101 8 9 0 12 4 11 2 3 5 7
717 8 3 5 112 4 2 0 1011 6 9
818 4 7 2 6 3 11 0 1 12 9 10 5
919 5116 3 4 2 10128 0 7 1
10({1012 6 4 5 1 3 11 9 0 7 2 8
m{1m 9 4 112 8 5 6 10 7 2 3 O
1212 3 1011 2 6 7 9 5 1 8 0 4

Losnumerosdel gréfico corresponden al indicedelasfilasy columnasdelatablade
operaciones.

Es de hacer notar que si se renumeran los puntos de la curvaelipticade la
siguiente manera

Valor Nuevo
actual valor
0 0
1 8
2 5
3 1
4 12
5 10
6 3
7 9
8 4
9 2
10 11
11 7

12
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Y luego reordenando se obtiene la siguiente tabl&*

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
oo 1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
111 2 3 4 5 6 7 8 9 101112 0
212 3 45 6 7 8 9 101112 0 1
3/3 45 6 7 8 910111120 1 2
414 5 6 7 8 9 101112 0 1 2 3
5/5 6 7 8 9 1011120 1 2 3 4
6|6 7 8 9 101112 0 1 2 3 4 5
717 8 9 101112 0 1 2 3 4 5 6
818 9 1011120 1 2 3 4 5 6 7
9/9 101112 0 1 2 3 4 5 6 7 8
101011712 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
111112 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12/12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

En cambio en GF(112) su representacion gréficaes

T

e AR ERRERERES R ZEBREY

i
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;
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4. La operacion que se realizé es un isomorfismo (funcion biyectiva que conserva la estructura del
grupo) entre los puntos de la funcién elipticay el grupo de la clase residua de enteros modulo 13. Esta tabla
se obtuvo a partir de las sumas sucesivas del punto 3=(3,5) de la curva eliptica con 0 y consigo misma.
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Si bienlos puntos parecerian estar distribuidos al azar, se notan unaserie de patrones.
Ello sedebe alarelacion que existe entrelos mismosy que permite definir operaciones

entre los pares

ordenados de coordenadas que definen cada punto.

Parael cuerpo GF(2¥) se obtendriael siguiente grafico:

Curva eliptica y*2+xy=y*3+6 en el cuerpo GF(2410)
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L as aplicaciones de las funciones el ipticas cubren un amplio espectro que vadesde

la demostracion

del dltimo teorema de Fermat hasta sus usos en criptografia.

Se obtuvo la tabla

n veces

41 5|1 67| 8| 9101112

n*310] 3] 9

68| 2|12/1M] 1] 7]5]10]4

y se definié la correspondencia entre n y n*3. Los productos sucesivos de 3 generan todos los
elementos del grupo, dado que es un grupo ciclico.
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Las funciones elipticas y la criptografia

Las funciones elipticas han sido y son el origen de numerosas investigaciones en
diversos aspectos de laMatematica tedricay aplicada. Entrelas &reasen lasque selas
aplicase pueden mencionar:

Factorizacion de enteros. Se hadesarrollado un algoritmo paralafactorizacién de
nimeros enteros basado en las curvas el ipticas que es, en muchos sentidos, mejor que
los empleados usando las técnicas convencionales de la teoria de nimeros. Si bien la
factorizacion de enteros ha atraido la atencion de los matemati cos desde hace muchos
siglos, enlaactualidad el interés en su estudio haaumentado consi derablemente debido
asu uso en problemas de seguridad en las comunicaciones, en las redes de computadoras
y, particularmente, en Internet. En efecto, laseguridad delosmétodosdefirmael ectronica
basados en la tecnologia RSA estriba en el hecho de laimposibilidad préctica de que,
conocido un ndmero que es € producto de dos ndmeros primos (de centenares de
digitos de longitud), sea posible realizar su factorizacion en tiempos razonabl es.

NUmeros congruentes. Un nimero natural esllamado congruentesi esel areadeun
triangul o rectangul o cuyos lados son nimerosracionales. Si sedenotacomox, yy zlos
lados del triangulo, n sera congruente si y solo si €l sistema de ecuaciones

X2+y2=72, n:% Xy

tiene solucion en Q. Este problemafue de mucho interés paralos griegosy fuediscutido
por los rabes eruditos durante el siglo X. Fibonacci® probd que los nimeros 5y 6 son
congruentes. Euler® probd que 7 es congruente. En 1983 Tunnell, delaUniversidad de
Rutgers, New Jersey, vincul 6 este problema con las funciones elipticas.

El dltimo teorema de F ermat.” Recientemente Wiles demostr6 que todas|as curvas
elipticas sobre los racionales Q (con una pequefiarestriccion) estan vinculadas con las
formasmodulares. A partir de este teorema se deduce que paraun niimero primo impar
p#3 no existe una curvaeliptica sobre Q cuya ecuacion tengalaforma

y?=x(x +a)(x-b)

5. Leonardo Pisano Fibonachi nacié probablemente en la ciudad de Pisa en 1170 y murié en la
misma ciudad en 1250. Recibié su educacion en Africa del Norte donde su padre era embajador,
representando los intereses comerciales de la Republica de Pisa.

6. Leonhard Euler nacié en Basilea en 1707 y muri6 en San Petersburgo en 1783

7. Pierre de Fermat nacié en Montauban en 1601 y murié en Castres en 1665. Fermat casi no
escribid sus investigaciones en Matemética. Después de su muerte se encontraron hojas en las que él
habia eshbozado sus descubrimientos.
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con a,b,a+b todos niimeros natural es que sean unapotenciap de un entero. Por, lo tanto
no existe unasolucion en Z de laecuacion

X P+ y pP=7zp

Su empleo en e cifrado es una de las aplicaciones que méas ha coadyuvado al
desarrollo delateoriadelas funciones elipticas.

Lacriptografiabasadaen grupostiene gran utilidad en €l desarrollo de mecanismos
defirmadigital. Existen muchos criptos stemas basados en €l uso delos grupos definidos
sobre curvas elipticas. Supdngase que se dispone de un grupo ciclico G® de orden #G.
El grupo que se emplea es el grupo definido sobre |os puntos de unacurvaeliptica. El
principio se basa en lo siguiente: Un usuario elige un o.e G que es su clave privaday
publica su clave ptblica que es B=0" conjuntamente con G. Sea e G el mensgje a
transmitir. El usuario 1 transmite d=yo. (multiplica el mensaje por su clave privada). El
usuario 2 recibedichomensgjed y lomultiplicapor laclave plblicade usuario 1, obteniendo

3P=(yo o =y(owow)=yl=y
€l mensgjeorigind. Este sistemaseraseguro en lamedidaen que no seaposible conocer o
apartir dep. Los protocol os que se emplean son un poco méscomplejosqued gemplo puesto.
Se describira el algoritmo de firma digital por curvas elipticas (ECDSA: Elliptic
Curve Digital Signature Algorithm).

Parametros de dominio

L osparametros dedominio paraECDSA consisten enunacurvadiptica" aceptable”
E definidasobred cuerpo GF(q) decaracteristicap y un elemento generador Pe E(GF(q)).
L os pardmetros de dominio pueden ser compartidos por un grupo de entidades o por un
usuario simple®.

Para facilitar la interoperabilidad y evitar ciertos ataques conocidos existen
restricciones sobrelaformade seleccionar lacurvadlipticay elegir € elemento generador.

Requerimientosdel cuer po
El orden del cuerpo finito es o bien un nimero primo o bien una potenciaenterade
2. Enel casodeser unnimero primo eslaclaseresidual Z/pZ. Enel caso deser 2™ esel
cuerpo generado por un polinomio irreducible de grado 2™.
Requerimientosdelacurvaeliptica: Paraevitar el método defactorizacion de Pollard
y los atagues de Pong-Hellman?®, es necesario que la cantidad de puntos Q-racionales

8. Un grupo ciclico C es un grupo en €l que existe un elemento tal que sus potencias sucesivas generan
todos |os elementos del mismo. Si 0.€ C luego la funcién o/"— # es un isomorfismo entre el grupo C
y ZInZ (la clase residual modulo n).

9. Para obtener mas detalles consultar IEEE P1363. Standard specifications for public-key
cryptography, Septiembre 1998.

10. J. Pollard, “Montecarlo Computation for index computation mod p”, Mathematics of Computation,
32, (1978), 918-924

S. Pohlig and M. Hellman, “An improved algorithm for computing logarithms over GF(p) and its
cryptographic significance”, |EEE transactions on Information Theory, 24(1978) 106-110.
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de E, sea divisible por un nimero primo n suficientemente grande. La norma ANS|
X.969 requiere n>21%, Unavez elegido un cuerpo F9 n debe elegirse tan grande como
sea posible y practicamente debe ser n=q. El orden del cuerpo que se denota #E(F )
esun niimero cuasi primo. En general seasumequen > 2y n > 4+/q. El cofactor h %
definecomoh =#E(F )/n.

Algunas otras consideraciones se deben tener en cuenta tales como:

Quep nodividaag“-1 paral< k < C donde C sealo suficientemente grande como
parahacer imposibleel calcular €l logaritmo discreto deun niimero (El valor de C=20es
en general suficiente).

Resumiendo los parametros de dominio son:

1 Uncuerpodeordenq (yaseagq=p 0q=2"

Un descriptor que defina laforma de representar los elementos del cuerpo F,
Dos elementos o, Be F, que definen laecuacion de lacurva E sobre F, *.
Losvaloresx.,y.€ F,que definen el elemento generador G(x..,y,,) € E(Fq).

El ordenndel punto Gconn> 2%y n>4+/q.

El cofactor h = #E(Fq)/n

o 0 W DN

Generacion del par de llaves

Lasclavesde unaentidad A asociadas con el dominio D=(q,a,b,G,n,h) seredizade
lasiguiente manera:

1 Seseleccionaun entero random (o seudo random) d tal quel1<d<n-1.
2 SecaculaQ=[d]G 2
3 Qeslaclaveplblicade Ay d su clave privada

Generaciony verificacion delafirma

Generacion delafirma

Parafirmar un mensajem, unaentidad con parémetrosdedominio D=(q,a,b,G,n,h) y
con el par de claves (d,Q) procede delasiguiente manera:

1 Generaun numero random (o seudo random) k tal que1<k <n- 1.

2 Cdcula[k]G=(x,y,)

3. Calcular=x, mod n. Si r esnulo continuacon el paso 1

4. Caculak*modn.

11. Por razones que se verdn més adelante la ecuacion serd y? = x*+ax+b para F con p>3'y
y?+ xy = x® + ax*+b para cuerpos F

12. Se emplea la siguiente notacion [d] E G donde la operacién de sumaes la del grupo definido
en la funcion eliptica =1
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5. Creaequeese compendio del documento m
6. Calculas=k*(et+dr) mod n. Si sesnulo siguecon €l paso 1.
7. LafirmadeA parael mensajem es(r,s)

Verificacion delafirma

Paraverificar lafirma(r,s) dem calculadapor A, B debe obtener unacopiaautenticada
delosparametrosde dominio D=(g,a,b,G,n,h) y delaclaveplblicaQ.

El proceso es el siguiente:

1 Veificaquel<r<n-1y 1<<n-1

2 Caculaecomoe compendio del mensajem
3. Cdculaw=s'mod n.

4. Caculau=ewmodnyu,=rwmodn

5 CdculaX =[u,]G +u,]Q

6. S X=0 rechazalafirma

7. Cdculav=x, mod n donde X=X(x,,y,)

8 Aceptalafirmasiy solosi v=r

Prueba

k=s'(e+dr)=s'e+s'dr=we+wd =u,+ u,d(mod n)
u,G +u,Q=(u, +udG=kG

Porloquev=r.

Comparacion entre el método de funciones elipticas y otros métodos
de firma digital

Seguridad

Estetemase desarrollarddesde €l punto de vistatedrico. Esimportanterecal car que
lamayoria de los ataques a la seguridad son de carécter fisico tales como sobornos a
empleados para obtener las claves de acceso, pérdida por descuido de informacion
confidencial, etc.

Desde un punto de vista tedrico larelacién entre lalongitud de laclaveen RSA y
ECC estadada por la siguiente ecuacion

n=Ppn’s (Iog(n log (2))2/3) dondep ~ 4,91

En € siguiente gréfico se representa dicha curva®®

13. Elliptic Curves in Cryptography, London Mathematical Society, Lecture Notes Series 265, lan
Blake, Gadiel Seroussi y Nigel Smart, Cambridge Press, 1999
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Relacion entre la longitud de clave requerida para igual
nivel de seguridad entre algoritmos convencionales y
curvas elipticas
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Convencional

Del andlisisdelacurvase deduce que aigual nivel de seguridad unaclave de 1024
bitsen RSA equivale aunade 160 bits usando curvas el ipticas en tanto que unade 4000
esequivalente aunade 315 bitsen ECC.

Laotrapreguntaqueeslogico realizar escual eslacomplejidad de célculo requerida
En ECC unagran cantidad de cél culo puede ser redlizado apriori. Ademésbasesespecides
paracuerposde Gallois F,m pueden ser empleadas paraacelerar € calculo de operaciones
maodulo. Teniendo en cuenta el actual estado del arte se puede decir que ECC es un
orden de magnitud (10 veces) superior que RSA y DSAY,

14. The Elliptic Curve Cryptosystem, Certicon, 1977
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Principios de Algebra

Cuerpos

Un cuerpo es un ideal en €l existe una inversa multiplicativa para cada elemento,
excepto el cero. Un cuerpo esuntriple < K,+,* > con las siguientes propiedades:

1 <K,+>esungrupo abeliano con elemento neutro Oe K

2 <K-{0},* > esun grupo abeliano con elemento neutro 1e K-{0}

3 VWXy,zeK:x* (z+y)=x*z+x*y

Por ejemplo los nimeros real es forman un cuerpo con respecto alasumay producto
habitual es. En cambio los niimeros enteros no forman cuerpo con respecto alasumay
lamultiplicacion dado quelainversadel producto no existe (Lainversade un entero no
esun entero). Losracionalesforman un cuerpo con respecto alasumay multiplicacion
debido aquelainversade un racional esun nimero racional.

Un subcuerpo es un subconjunto S de K, ScK tal que <S,+,*> satisface las
propiedades definidas parael cuerpo K.

Existen cuerpos sobre conjuntos diferentes de los conjuntos de nimeros.
Supongamos por ejemplo el conjunto de los polinomios de laformax + jy donde
X,ye€ Ry j esun simbolo indeterminado por el momento. Definamos las siguientes
operaciones:

Lo Hiy) 0o +iy) = (%) +](, +Y,)

2 (X, +jy)*(x, +]y,) es el resto de dividir el polinomio producto por el
polinomio 1 + j2. El producto darael polinomio siguiente

Xp Xm Y, Yo F J (lez + XZyl)'

Notese que de estamanerahemos definido €l cuerpo delos complejosapartir delos
polinomios definidos sobrelosreales. Si y, =y, =0 lasumay €l producto quedarian
definidos como enlosnimerosreales. Esdecir que existe un subcuerpo delos complejos
queesisomorfico alosreales. Por extensién se dice quelosreal es son un subconjunto
de los complejos 0 que los complejos son una extension de los reales. Nétese que €l
polinomio 1 +j2 notieneningunaraiz enlosreaespero si latiene enloscomplejosya
que (0+])*(0+) = -1+j0

Todos|os g emplosvistos son cuerposinfinitos. Laclaseresidual médulo un nimero
primo es un cuerpo con respecto a la sumay multiplicacion médulo dicho ndmero

15. La funcion C — R se define como X + jO — X
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primo. Lasoperaciones de sumay producto delaclase residual moédulo 11 serepresentan
en las siguientes tablas:

112 3 45 6 7 8 910 +/0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
111 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0ojo 1t 2 3 4 5 6 7 8 910
212 4 6 8 101 3 5 7 9 1112 3 4 5 6 7 8 9 10 0
3/3 6 9 1 4 7 10 2 5 8 212 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1
414 8 1 5 9 2 6 10 3 7 3/3 45 6 7 8 9100 1 2
5/5 10 4 9 3 8 2 7 1 6 414 5 6 7 8 9100 1 2 3
66 1 7 2 8 3 9 4 10 5 5/5 6 7 8 9100 1 2 3 4
717 3 10 6 2 9 5 1 8 4 6/6 7 8 9 100 1 2 3 45
88 5 2 107 4 1 9 6 3 717 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6
919 7 5 3 1 10 8 6 4 2 818 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7
10(10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 919 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8

010 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Es de hacer notar que en tanto que en los reales no existe ningn n tal que sumado €l
neutro delamultiplicacién (1) n veces dé como resultado €l neutro delasuma (0), en este
cuerpo s se suma 1 once veces € resultado es cero. La cantidad de veces que hay que
sumar launidad paraobtener cero sellamalacaracteristicade un cuerpo. Si esenlimero no
existelacaracteristicase define como cero. Estadiferenciaen € valor delacaracteristicaes
lacausade ciertas diferencias entre |os algoritmos que se expondran en este trabgjo.

Se considerara ahora cuerpos definidos sobre los binarios. De manera andloga a
como fueron definidos |os complgjos, definiremos el cuerpo sobre |os polinomios con
coeficientesen el cuerpo deloshinariosmédulo € polinomioirreducible p(x) =x*+x + 1.
Paraunamayor facilidad de representaci 6n gréfica se han codificado por el valor decimal
gue representan cuando €l indeterminado se reemplaza por 2.

0 0 1 1 2 X 3 X+ 1

4 X2 5 X2+ 1 6 X2 + X 7 X2+ X+ 1

8 X3 9 X+ 1 10 | x* +x 11 X+ X+ 1
121 X+ x? 13 ¥+x2+1 14 | ¥+ % +x 151 X®+x2+x+1

Este cuerpo se denomina GF (24) porque el polinomio que se emplea es de cuarto
grado y los coeficientes pertenecen al cuerpo modulo 22°,

16. GF son las inicidles de Galois Field. Evarist Galois fue € matemético francés que cred la teoria de
los cuerpos finitos. Naci6 en 1811 y murié en un duelo en 1832 por razones que aun hoy no son claras.
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L as operaciones quedan definidas por las siguientes tablas:

Tabladeproducto

Estaeslatablademultiplicacion. Si sedesearamultiplicar 5 por 9 ello equivaldriaa
multiplicar los polinomios x2 +1 por x® +1 que da por resultado x® + x3 + x>+ 1y que
dividido por x* + x + 1 dacomo resto x® + x + 1 que corresponde a polinomio 11.

Producto | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 2 4 6 8 1012 14 3 1 7 5 11 9 15 13
3 3 6 5 12 15 10 9 11 8 13 14 7 4 1 2
4 4 8 123 7 11 15 6 2 14 10 5 1 13 9
5 5 10 157 2 13 8 14 11 4 1 9 12 3 6
6 6 12 10 11 137 1 5 3 9 15 14 8 2 4
7 7 4 9 15 8 1 6 13 10 3 4 2 5 12 M
8 8 3 116 145 13 12 4 15 7 10 2 9 1
9 9 1 8 2 113 10 4 13 5 12 6 15 7 14
10 10 7 1314 4 9 3 15 5 8 2 1 11 6 12
11 11 5 1410 1 15 4 7 12 2 9 13 6 8 3
12 2 11 7 5 9 14 2 10 6 1 13 15 3 4 8
13 13 9 4 1 128 5 2 15 11 6 3 14 10 7
14 4 15 1 13 3 2 12 9 7 6 8 4 10 11 5
15 15 13 2 9 6 4 11 1 14 12 3 8 7 5 10

Tabladesuma

+]/0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

ojl0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
111 0 3 2 5 4 7 6 9 8 11 10 13 12 15 14

212 3 0 1 6 7 4 5 10 11 8 9 14 15 12 13

3/3 2 1 0 7 6 5 4 11 10 9 8 15 14 13 12

414 5 6 7 0 1 2 3 12 13 14 15 8 9 10 11

5/5 4 7 6 1 0 3 2 13 12 15 14 9 8 11 10

6|6 7 4 5 2 3 0 1 14 15 12 13 10 11 8 9

717 6 5 4 3 2 1 0 15 14 13 12 11 10 9 8

88 9 10 11 12 13 14 15 0 1 2 3 4 5 6 7

919 8 11 10 13 12 15 14 1 0 3 2 5 4 7 6
10010 11 8 9 14 15 12 13 2 3 0 1 6 7 4 5
1111 10 9 8 15 14 13 12 3 2 1 0 7 6 5 4
12/ 12 13 14 15 8 9 10 11 4 5 6 7 0 1 2 3
13/ 13 12 15 14 9 8 11 105 4 7 6 1 0 3 2
14/ 14 15 12 13 10 11 8 9 6 7 4 5 2 3 0 1
15/ 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
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En este caso la caracteristica del cuerpo es 2 ya que 1+1=0. Por otro lado todo
elemento del cuerpo sumado consigo mismo da cero. Esto genera un inconvenienteya
gue la solucién de ecuaciones cuadréticas x? + ax + b = 0 se basa en la igualdad
(x + a)2=x2+ 2ax + a2 Estaigualdad no esvalidaen GF (2*) y entodas|as extensiones
de cuerposbinarios, yaque (x + a)2= x2+ 2ax + a2 = x% + a2,

Por giemplo (3+12) =15?=10y 3*?+ 122=5+15=10

A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 1

2 1 2 4 8 3 6 12 11 5 10 7 14 15 13 9 1
3 1 3 5 15 2 6 10 13 4 12 7 9 8 1 14 1
4 1 4 3 12 5 7 15 9 2 8 6 11 10 14 13 1
5 1 5 2 10 4 7 8 14 3 15 6 13 12 9 1M 1
6 1 6 7 1

7 1 7 6 1

8 1 8 12 10 15 1

9 1 9 13 15 14 7 10 5 1 12 6 3 8 4 2 1
10| 1 10 8 15 12 1

1111 1 9 12 13 6 15 3 14 8 7 4 10 2 5 1
12| 1 12 15 8 10 1

13 1 13 14 10 11 6 8 2 9 15 7 12 1
141 1 14 11 8 9 7 12 13 10 6 15 3 1
15| 1 15 10 12 8 1

TabladePotencias

En latabla adjunta se han representado |as sucesivas potencias de cada uno de los
elementos del cuerpo (la potencia cero dalaunidad para cualquier elemento) como es
[6gico suponer (debido aquelacantidad de elementos esfinita) existe unapotenciaque
dacomo resultado 1 (por gjemplo 2'°=1) El valor dental quex"= 1 sellamaorden del
elemento y las potencias sucesivas conforman un subcuerpo con una cantidad de
elementosigual a orden’” (masel elemento neutro aditivo). En el caso en queexistaun
elemento que genera todo €l cuerpo se dira que € cuerpo es ciclico. En € g emplo
puesto 2, es decir el polinomio x, esun elemento generador.

L as potencias sucesivas se muestran en la siguiente tabla:

17. El orden de un elemento debe dividir a la cantidad de elementos del grupo multiplicativo que en
e gemplo es 2¢-1 = 15

102



Potencias Resto de dividir por Codigo

sucesivas x*+x+1
X 1 1
X! X 2
X2 X 4
X X 8
X X+ 1 3
X2 X2+ X 6
X X3+ X2 12
X XX+ X+ 1 11
X8 X2+ 1 5
X X3+ X 10
X1 X2+ X+ 1 7
X! X+ X2+ X 14
X'? X+ X2+ X+ 1 15
X' X+ X2+ 1 13
X' X+ 1 9
X' 1 1

BasesNormales

La operacién de elevacion a cuadrado es una operacion lineal en los cuerpos de

caracteristica2 como en el caso de GF(2"). En efecto si o, Be GF(2"), serd
(0+B)?=0+ 20 + B?= o>+ B2yaque 20 = off + o = af(1+1) = o0 =0
Por induccién completa puede demostrarse que

[Za] 20( oe FG(27

2 n
En efecto si se supone que la propiedad es cierta paran [Zaj = Zocjz, luego
paran+1 sera =1 =1

n+l 2 n 2 n n+l
(ZaJ {zamm] {zaj] =3 aivaii-Lai
j=1 j=1 j=1 j=1
Unabase normal sobre GF(2") se define como el conjunto de elementos
(0, 02, 02,..., 0™
donde a.e GF(2"). Para que este conjunto constituya una base todos los o deben ser
lineal mente independientes. En ese caso todo elemento Be GF(2") puederescribirse de

n-1 .
lasiguientemanera g = ¥ v.¢,2' dondev, € {0,1}. Por lo tanto
B &Y j

n-1 . n-1 .
2:(2\/]0(2'} Evf(az) :Zvjoc2'+l
j=0 j=0 j=0
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Reemplazando €l indice de sumatoriaj por k-1 se obtiene

n-1 i
Br=> v,02" = v 02 v, 02°+v,02% .+ v, 02" peroo2"= o dedonde
j=0
Br=v_ 2%+ voo 2t 4 v, 0 2 4v,00 28 4 v 0 2™
Delaecuacion anterior se deduce que el efecto de elevar al cuadrado es el derotar
circularmentelos coeficientes V; hacialaderecha
Lasiguientetablamuestralabase generadapor el elemento 8 del cuerpo que equivae
al polinomio x® (representado por €l valor de sus coeficientes como 1,0,0,0).En las
tablas adjuntas se incluyen las representaciones en dicha base de todos |os elementos
del cuerpo asi como también las tablas de potencias de todos los elementos. Es
convenienterecordar que cadaelemento del cuerpo GF(2") esen realidad un polinomio
pero que, parasimplificar este texto, selo representa por el valor decimal que tiene su
representacion binaria. Esasi que el elemento 12 representaal polinomio 1x3+1x*+0x+0
que se escribiraen formabinaria 1100. Si se elige a0 = 8 las sucesivas potencias serén
ol=o,0?=12 a‘=15y a’=10. En este espacio vectorial el elemento 11 seriaigual a
o+o?+o*=11 que representado solo por sus coeficientes resulta 1110. Su cuadrado
(112=9) se puede cal cular rotando | os coeficientes hacialaderechacon lo que se obtiene
0111 que corresponde a elemento 9.

Base: 8 Polinomio: Tabla de Potencias

“1,0,0,0”
8(12[15(10
0 0| O 11 2| 3| 4] 5[ 6| 7| 8| 9|10[{11]12|13[14]|15| Tablade Ordenes
1 0| 0 11 1 1
0| 1] 0] 0|12 2| 21 4| 8| 3| 6[1211| 5|10] 7[14|{15]13| 9] 1 15
11 1 0] 0] 4 3| 3| 5|15] 2| 6[{10(13| 4|12 7| 9| 8[11|14] 1 15
0| O 1] 015 41 4| 3|12] 5] 7115 9| 2| 8| 6[11|10{14 (13| 1 15
1100 1] 0 5/ 5] 2(10| 4| 7| 8|14| 3[15| 6[13[12| 9|11 1 15
o 11 110 6| 6| 7| 1 3
1010 1] 011 7| 71 6| 1
0| 0] O 1110 8| 8[12|10(15] 1
1101 O] 1] 2 9| 91(13|15(14| 7|10| 5|11|12] 6] 3| 8| 4| 2| 1 15
0| 11 O 1] 6 10{10| 8|15(12]| 1 5
11 1] 0 114 1111 9112(13| 6|15] 3|14| 8| 7| 4|10| 2| 5| 1 15
0ol O 1} 1] 5 12(12 15| 8|10]| 1 5
1100 1] 1]13 13{13|14{10{11| 6| 8 915 7| 5[12| 3| 4] 1 15
o 1] 1} 119 14{14 111 8| 9| 7(12| 4|13]10| 6| 2|15 5 1 15
1 1] 1] 1 15[15(10(112| 8| 1 5
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Esta metodol ogia resulta muy Util para obtener grandes potencias. Supongamos
que se desea calcular 9. Esta expresion esigual 9°9* que resulta 92 92°. Pero 92 se
obtienerotando 4 veceslacadenade coeficientes (como | os coeficientes son solamente
4 ello significa que no se rotan) y 9%° se obtiene rotando dos puestos |os coeficientes.
Por lo tanto 9% = 9°14=7. Ello implicaque elevar alapotencia 20 se harealizado con 2
rotaciones'y un producto en lugar de 20 productos.

Tabla de Producto

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1171 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
212 4 6 8 101214 3 1 7 5 1 9 1513
313 6 5121510 9 11 8 1314 7 4 1 2
414 8 12 3 7 1115 6 2 1410 5 1 13 9
5/5 1015 7 2 13 8 1411 4 1 9 12 3 6
66 12101113 7 1 5 3 9 1514 8 2 4
717 14 9 15 8 1 6 1310 3 4 2 12 11
818 3 11 6 14 5 13 12 4 15 10 2 9 1
919 1 8 2 11 3 10 4 13 5 12 6 15 7 14
10(10 7 1314 4 9 3 15 5 8 1T 1 6 12
1M{1 5 1410 1 15 4 7 12 2 13 6 8 3
1212117 5 9 14 2 10 6 1 1315 3 4 8
13(13 9 4 1 12 8 5 2 1511 6 3 14 10 7
14(14 15 1 13 3 2 12 9 7 6 8 4 10 11 5
151513 2 9 6 4 11 1 1412 3 8 7 5 10

S' se qUISafa CaI Cular 91300 = 910249275 = 910249256920 = 91024925691594 que se puede
rescribir de la siguiente manera 92'°92° 92*92°, Por |o tanto el proceso es el siguiente

1 Rotar los coeficientes de 9 (0111) 10 veces a la derecha. Pero dado que cada
cuatro rotaciones se obtiene el mismo valor, el resultado esrotar solo dosveces
hacia la derecha obteniéndose 1101 que corresponde a elemento 14.

2. Rotar los coeficientes de 9 (0111) 8 veces a la derecha. Pero dado que cada
cuatro rotaciones se obtiene el mismo valor, € resultado esno rotar obteniéndose
0111 que corresponde a elemento 9.

3. Rotar los coeficientes de 9 (0111) 4 veces a la derecha. Pero dado que cada
cuatro rotaciones se obtiene el mismo valor, € resultado esno rotar obteniéndose
0111 que corresponde a elemento 9.

4. Rotar los coeficientes de 9 (0111) 2 con lo que se obtiene el valor 1101 que
corresponde a elemento 14.
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El resultado final sera 93°=14*9* 9* 14=6. En este caso 1300 multiplicaciones se
han reemplazado por 4 rotacionesy 4 productos.*®

Se puede demostrar que las bases normales existen paran > 1°, Lasbases normales
son de suma utilidad paralaimplementacién de las operaciones por hardware.

Otro empleo interesante deladefinicion deunabase esel cdculo delasinversasde
un dado elemento?®. En efecto si e GF(2") puede demostrarse que o2-1=1. Por lo tanto
serao??=oL, En e anterior seve queat*=orL. Pero o puede escribirse como afora?.
La expresién anterior puede rescribirse como a2’o?” a2, Es decir que a-1 es igual
(010110100101)=6x7x6=6. Dejamos al lector obtener el algoritmo general de calculo

. L, n-1 n-2 1
delainversa (Seraal=a?2 a2 ... a?)

18. En redlidad se ha omitido en lo expuesto como se calculan los exponentes por lo que en este
caso hay que agregar una serie de operaciones que hay que realizar para determinar la forma de separar
el producto (para ello hay que calcular una serie de logaritmo base 2 y operaciones de sumay resta).
El logaritmo base 2 se puede determinar en base a tablas(Si se desean hacer operaciones de hasta 4000
bits, las tablas tendrian a lo sumo 4000 entradas)

19. Ver Emil Artin, Galois Theory, Dover Publications, Inc., New Cork, Pag. 66

20. Recuérdese que la inversa de o. que se la denota como o*es un elemento B tal que off=1.
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Funciones Elipticas

Definicion:
Para todo A,BeK se define una curva eliptica E como el conjunto de puntos
(x,y)e KxK que satisfacen laecuacion
y=3+AX+B
conjuntamente con un punto ideal O. Por motivos que se aclarardn més adelante, el
punto O sellamaraidentidad. El resto delos puntos (excepto laidentidad) se llamaran
puntos finitos.

Definicion:

Si k esun subcuerpo deK y A,Be k se definen los puntos k-racionales de E como
los puntos de E que pertenecen a k2. El conjunto de puntos k-racionales se lo denota
con E(k). Formamente

(a,b)e E(k)=(ab)e E(K)yabek
Definicion:

UnacurvadipticaE definidapor laecuacion y>=x3+Ax+B sellamarano singular s y
solosi € polinomio Y2=X3+AX+B tienetresraices distintas (Ver anexo B).

Si lacaracteristicadel cuerpo fuera2 6 3ladefinicion deunafuncion elipticadebera
ser realizada por unafuncién mas complejaque laempleada, como severamas adel ante
para €l caso de cuerpos de caracteristica 2.

Polinomios

Recordemos que unafuncién eliptica E es el conjunto de pares de valores x, y que
satisfacen laecuacion y>=x3+ax+b 2,

Laherramientabasicaempleadaparael estudio delasfuncionesélipticas se basaen
la definicion de un espacio de polinomios sobre las funciones elipticas para luego
obtener conclusiones analizando las propiedades de dichos polinomios. Notaremos
como K[X,Y]?el conjunto de polinomios definidos sobre el conjunto de pares de
puntosx ey que definen unafuncion elipticay que se denotaracomo E. Dos elementos
deK[X,Y] quedifieren en un multiplo de Y 2-X3*-AX-B definiran lamismafuncién sobre
E, yaque dichaexpresion serdnula. Si se deseara ser estrictamente formal se deberia
definir el anillo cociente
KX, YT/(Y2-X3-AX-B)

21. La eliminacion del término cuadrético en x no quita generalidad al planteo dado que mediante
un desplazamiento del eje de las x se puede obtener una funcion con el coeficiente del término
cuadrético diferente de cero. La suma de los ceros de esta ecuacion es cero. Como se verd, la definicion
de una funcion eliptica dependera de la caracteristica del cuerpo sobre la que se defina.

22. K[X,Y] es un polinomio en x cuyos coeficientes son polinomios en Y
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donde
(Y2-X3-AX-B)
esel idea generado por
Y2-X3-AX-B
En el gréfico siguiente se ha representado lafuncion elipticay?- x3+ 43x - 42y
polinomio 0,001xy2+ 0,001x?y + 0,5xy + 2

(8]

/
V2xC+43x-42 | 0.001xy%+0,001x%+0,5xy+08 |
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Del gréfico se desprende que el polinomio tiene cinco ceros. Se estudiarédn las
propiedades de los polinomios y de las funciones racionales por la ubicacion de sus
cerosy polos. Se demostraraque si dos polinomios tienen sus cerosy polosiguaesy
un valor comun, entonces son iguales.

Larealidad es que los polinomios estan definidos sobre E (Es decir los pares de
valores satisfacen la ecuacion de lafuncion eliptica), por 1o que se puede emplear esta
relacion parareemplazar todaaparicion de unapotenciade Y mayor que 1. Por g emplo
€l polinomioxy + x?y?+ x®sereduceax?(x®+ Ax + B) + x®+ xy = x>+(A+1)x3+B+yx.

Un polinomio sobre E esun elemento de K[X, y] que denotaremos como K[E].

Unaimportante consecuencia de esta definicion es que todo polinomio sobre E se
puede escribir como f(X,y) = v(x) + yw(x)*

23. Un polinomio con dos indeterminantes puede definirse como un polinomio de un indeterminante
en x con coeficientes pertenecientes a un anillo de polinomios en'y. Y dado que satisface la ecuacion
eliptica (y?>=x*+ax+b), toda aparicion de una potencia de y mayor que 1 puede ser reemplazada por un
polinomio en x multiplicado por y elevado a una potencia menor que 2.
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Sedefiniracomo e conjugado del polinomio f(x)=v(x) + yw(x) a polinomio
f (x) =v(x) - yw(x) y sunormaN(f) =ff

Esderemarcar quelanormade un polinomio esunafuncion dex exclusivamente. En
efecto N(f) = (v(x) +yw(x)) (v(x) -yw(x)) =v(x)2 -y2 w(x)? y empleandoladefinicion de
lafuncion eliptica se obtendriav(x) 2 - s(x) w (x)2 donde s(x) = x2 + ax + b. Luego
N(f) € K[x], es decir que la norma de un polinomio es un polinomio sélo de la
indeterminadax. Adicionalmente se puede demostrar que N(fg)=N(f)N(g).

Funciones Racionales

Unafunciénracional sobre E esunaclase de equivalenciade cocientesformalesde
polinomiosr = f/g % (con g no idénticamente nulo) en dondelaigualdad entref/gy h/
k sedefine por medio delaigualdad delos productos fk=gh. Lamanerade verificar
si dos funciones racionales son iguales es la de escribir f, g, h y k en su forma
canodnica (f(x,y) = v(x) + yw(x)), efectuar € productoy volver atransformarlo en su
forma candnica'y luego probar que los polinomios en x son iguales. Dado r =f./g, ¥
r,=f,/g, estaran en relacionr = r, si y solo s f g, = g,f,. El conjunto de funciones
racionales es un cuerpo que se denotacomo K (E). En efecto, lasumay el producto de
dos funciones racionales da por resultado una funcién racional, existe un elemento

neutro paralasumay el producto (%y —1) respectivamente, lasumaesdistributivacon

respecto al producto y paratoda funcion racional I existed inverso % si f no es

idénticamentenulo. Esde hacer notar lasimilitud queg existeentrelasfuncionesracionales
y los nimeros racional es. Ambos estan definidos como pares ordenados de elementos
pertenecientes a anillos (las funciones racionales pertenecientes a anillo de los
polinomiosen dosindeterminadasy |os nimeros raci onal es perteneci ente alos nimeros
enteros). Por otro lado |as funciones racional es definidas sobre el anillo de polinomios
de grado cero esisomérfica con el conjunto de los nimeros racionales.

Pero, mientras los polinomios pueden evaluarse a un valor finito en todo punto
finito, las funciones racionales pueden no tener valores finitos en todos los puntos
finitos de E (debido ala posibilidad que el denominador se anule) y pueden tener un
valor que selo notaracomo O %, Los puntos paralos cuales el denominador seanulase
[lamaran polos. N6tese quesi r = f/g multiplicando numerador y denominador por g se
puede demostrar que r(x,y)=a(x)+yb(x) donde a 'y b son funciones racionales de x

24. Notese la similitud con el conjugado de los nimeros complejos

25. En realidad definirlo como un cociente es una forma de representacion de un par ordenado.
Notese la analogia con los nimeros racionales

26. El punto O recibe el nombre de la identidad y no se encuentra dentro del conjunto de los puntos
finitos. Es el punto en el infinito de la geometria proyectiva.
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solamente. La demostracion es muy sencilla teniendo en cuenta la definicion del
conjugado de un polinomio.

Definicion:

Si r esunafuncion racional sobre E y Pe E esun punto finito sedirdquer esfinita
en P si existe una representacion de r = f/g donde f y g son polinomios sobre E y
g(P)#0. Sir esfinitaen P se pondrar (P) = f(P)/g(P).

Més complicado es definir una funcion racional en el punto O alin cuando dicho
valor exista. El método normal en Andlisis paraencontrar el valor (o el limite) de una
funcion racional en el infinito escomparar |os grados de denominador y numerador. En
€l caso delasfuncionesélipticasel problemaes mas complicado debido alaexistencia
dedosvariables, x ey. Aln cuando pareceriarazonable asignar grado 1 ax ey, esto no
seria consistente con larelacion fundamental y?=x3+ax+b, en donde el grado 3 de x se
"equipara" a grado2dey. Estarelacion llevariaapensar que el grado dey deberiaser
3/2ddl dex, yaqueal reemplazar y? por su equivaentex® + ax + b, un exponente de 2 de
y setransformaen un exponente de 3 de x. Dado que no es conveniente empl ear grados
fraccionales, seasignarael exponente3ayy 2 ax. Con € fin de evitar confusiones, se
usaradenotar el grado del polinomio f en x solamente por medio de lanotacion gr d,(f).

Definicion:

Seaf(x,y) = v(x) + yw(x) un polinomio sobre E noidénticamente cero. El grado def se
definecomo
grd(f) = max[2xgrd,(v),3+2xgrd,(w)]

Si f fueraunafuncion solo de x, su grado seriael doble del grado de acuerdo conla
definicion convencional .

Lema:
Este lema vincula a grado con la definicion de normay justificala definicién de
grado empleada. Si f esun polinomio sobre E luego

grd(f) =grd,(N(f))

Demastracion: f(x,y) = v(x) +yxw(x) luego
N(f)(x) = v¥(X) - s(x)w?(x) = grd(N(f)) = max [2xgrd,(v),3 + 2xgrd,(w)]
dado que el grado de s(x) es 3.

Proposicién: Sify gson polinomios, entoncesgrd(fg) = grd(f)+grd(g).

Demostracion:

grd(fg) = grd,(N(fg)) = grd,(N(f) N(g)) = grd,(N(f)) + grd,(N(g)) = grd(f) + grd(g)
Lademostracion quegrd,(N(f) N(g)) = grd,(N(f)) + grd,(N(g)) esinmediatayaque
setratadepolinomiosdeunasolaindeter minada.
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Es de hacer notar que la definicién de grado dada no tiene sentido de manera
individual. Por |o tanto no se puede referir a grado del denominador ni del denominador
deunafunciénracional enformaindividua. Sinembargo esposiblereferirsealadiferencia
degrados entre el numerador y el denominador quesi estabien definida. Por eiemplosi
r=f/g, r puede ser igual ah/k pero grd(f) # grd(h). Pero dado quelaigualdad se define
por medio delaexpresion fk = gh por lo demostrado anteriormente resultaque
grd(f) + grd(k) =grd(g) + grd(h) = grd(f) - grd(g) = grd(h) - grd(k)

Con lo que se demuestra que la diferencia de grado entre el numerador y el
denominador deunafuncién racional esun invariante paratodaslasfuncionesracionaes
pertenecientesalamismaclase de equivalenciay por o tanto su definicion escoherente.
Esdecir ladiferenciaentre el grado del numerador y el denominador es unafuncion de
laclase de equivalenciay no delafuncién racional .

Supédngaseque r =f/gesunafuncion racional sobreE. Si grd(f)<grd(g) luegor (O)=0.
Si grd(f)>grd(g) luego r (O) no esfinitay selo representard por medio delanotacion
r(O) =co.

Si grd(f)=grd(g) se deberan distinguir dos casos diferentes:

Si grd(f) espar, entonces en ladefinicion de grado el méximo corresponde a2xgrd,(v),
y por tanto los términos de mayor exponente serén del tipo ax®y bxd parafy g
respectivamente. Luego serar (O)=a/b.

Si grd(f) es impar, entonces en la definicion de grado el maximo corresponde a
3+2xgrd (w) y por tanto lostérminos de mayor exponente seran del tipo ayx?y byx?para
f y g respectivamente. Luego serar (O)=a/b .

Si r y sson dos funcionesracionales con r (O) y (O) finitos luego r s(O)=r (V)s(O) y
(r+s)(0)=r(0)+s(0) *.

Ceros y Polos

Resulta sencillo definir qué es un cero y qué es un polo. Sea r=f/q una funcion
racional sobreE y P(x,y)e E unpunto delafuncién. Si r (P)=0sediraquer tieneun cero
enPysir(P)=— ®sediraquer tiene un polo en P.

Lo quenoresultafécil esdefinir lamultiplicidad de dicho cero. Antesde enunciar el
teorema que permitiradefinir las multiplicidades de los ceros, se debe recordar que se
asume que E esno singular lo queimplicaque el polinomio X3+ AX + B tiene sustres
raices ,, , y w, diferentes. Luego los puntos ( ®,,0), (®,,0) y ( ®,,0) * pertenecen a
E y serén llamados puntos de orden 2. Como se demostrara posteriormente, al definir la

27. Demostrar como ejercicio que si r y s son funciones racionales con r(O) y s(O) finitos,
entonces rs(0) = r(0)s(0O) y (r + s)(O)=r(0)+s(0)

28. La funcién r+s se define de la siguiente manera Pe (r+s)(Q) «<>P=r(Q)+s(Q)

29. Un polo puede existir debido a que f vale infinito o0 a que g es nulo.

30. La notacién (w,0) representa un punto donde x esigual a ® ey esigua a 0. Esto es valido para
®,, ®, y ®,dado que son las raices del polinomio X®+ AX + B
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estructura de grupo sobre los puntos de la curva el iptica, la sumade dichos puntos con
sigo mismo, da por resultado el punto neutro del grupo.

Teorema:

Para cada punto Pe E existe unafuncion racional u tal que u(P)=0 con lasiguiente
propiedad: Si r escualquier funcién racional no idénticamentenula, luegor = uspara
un entero d y unafuncion racional sque esfinitay diferente de ceroen P. El valor ded
no depende de la eleccion delafuncion u.

En términos menos formales, si una funcién racional tiene un cero en P, se puede
representar por el producto de dosfactores. El primero esunafuncion racional u quese
anulaen P elevadaaun exponente d (que no depende dela€leccion deu) y el segundo
unafuncion racional sdiferente de cero en P.

Lademostracion de este teorema no es compleja pero esengorrosay seincluye en
e anexoA.

Una funcion u que satisface el teorema anterior recibe el nombre de variable
uniformizadora o uniformizador en P. Si r esunafunciénracional y r = u%sdondeu es
unavariable uniformizadoraen P, el orden de P se define
ord(P)=d*

Se definelamultiplicidad de un cero como el orden delafunciony lamultiplicidad
de un polo como €l negativo del orden de lafuncién. Si un cero o uno polo tienen una
multiplicidad de uno, dos, tres,..., etc. se dird que se trata de un cero o de un polo
simple, doble, triple,... respectivamente.

Ejemplos
1 Sea el punto PeE y supdngase que P=(k,n) donde k, neK y n # 0. Sea
u =X - k unafuncién uniformizadoraen P. Dado que u esun uniformizador en P,
sevequeord,(u) = 1. Considéreseel punto P'= (K, -n) que también pertenece a
E (Puesto que y*=(-y)?) parael que ord,, = 1. Todo otro punto de E tiene orden
cero. La funcién u tiene un polo en O y dado que grd (u)= 2, se deduce que
ord,(u) =-2. Enresumen u tiene dos ceros smplesy un solo polo doble.

2 Considérese lafuncion y. Esta funcion es uniformizante en los puntos (w,,0),
(0,,0) y (@,,0). Por lo tanto tiene ceros simples en dichos puntos. Ademas
todos | os otros puntos excepto O son de orden cero. Dado quey esde grado 3,
tieneun polotripleen O.

3. Considéreselafunciénraciona u=x/y. Estafunciontieneun cerosimpleen O *
como asi también en los puntos (0,4/B) y (0, —/B)®y polos simplesen lostres
puntos (®,,0), (®,,0) y (®,,0) de orden 2

31. Esta definicion es similar ala empleada en las funciones racionales definidas sobre los complejos.
32. El gradodex es2y el dey es 3. Luego su diferencia es 1

33. F(x, y)= y2 - X® + Ax + B de donde F(x,//B) = F(x, — yB) = 0
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L os jemplos anteriores sugieren €l siguiente teorema:
Sear unafuncién racional sobreE, luego Y, ord, (r)=0
PeE

Lema: Lasiguiente es una propiedad de los polinomios sobre E. Sea f un polinomio
sobre E. Lasumadelas multiplicidades de los ceros de f iguala su grado.

Sean € grado def. Sedemostro quegrad, (N(f)) = n * por lo que N(f) serg, dado que
esun polinomio dex exclusivamente
N(f)=(x-a)(x-a)(x-a)....(x-a,)
donde ae K no obligatoriamente todos distintos. Ahorabien, si a # @ luego x-a tiene
dos ceros sobre E yaqueP(a,, y) y P(a , -y) pertenecen alacurva. Si a = @ tendraun
solo cero pero dobleyaque S(m) = 0y por tanto N(f)(®) = v¥(w). Por lo tanto N(f) tiene 2n
raices contando multiplicidades. Perof y? tienenlamismacantidad decerosyaquelafuncion
€lipticaes simétricacon respecto a e delasx. Con esto quedademostrado € lema.

Resultasimple demostrar que Y, ord,(r)=0. Enel parafo anterior sedemostro que
PeE

2 ordy(r) es la suma de las multiplicidades de los ceros de f. Por €l otro lado, por
Pe E-O

definicion, ord(f) esel negativo del grado def, con o que quedademostrado €l lema.

Del concepto de multiplicidad se deducen las siguientes propiedades:

Seaf un polinomio sobre E. Lasumadelas multiplicidadesdelos cerosdef esigual
al grado def.

Seaf un polinomio no constante. Luego f debetener por |o menos dos ceros simples
0 uno doble en puntosfinitos. Esto se deduce yaque €l grado minimo de un polinomio
es2 (s solamentetieneunax) o 3 (si solamentetieneunay) y lacantidad de cerosde un
polinomio esigual alacantidad deraices quetiene.

Unafuncion racional sin polos finitos es un polinomio.

Sear(x,y) =a(x) +y b(x) dondeay b son funcionesracionalesen x solamente. Si r
no tiene polosentoncesr (X, y) = a(x) - yb(x) tampocotiene. Por lotantor +r =2a(x) no
tiene polosfinitos. Por o tanto a(x) no tiene polos como funcién de x y por lo tanto no

puedetener polos como funcidn sobre E. Por |o tanto a(x) esun polinomio. Estoimplica
gue yb(x)=r (x,y)-a(x) no tiene polosfinitos (r no lostieney a tampoco). Por |o tanto

(yb)?>=b?sdonde s = x>+Ax+B no tiene polosfinitos. Si b, que esunafuncion racional,
tuvieraun polo finito podriaescribirse como b (x) = é donde g(x) = 0 paraagun xe K.

2
En este caso seria b?= Lz con lo que g? tendriaunaraiz doble paraun valor dex. La
g

Unica manera de que shb? no tenga un polo en P es que stengaun cero dobleen x lo que

34. N(f) = ff = v2 () - Y2 W2(x) = V2 (X) - SpOW? (x) donde s(x) = x3 +Ax+B
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no es posible dado que E esno singular. Por lo tanto b no tiene polosfinitos. Luego b es
también un polinomio por lo quer resulta ser un polinomio también.

Lasiguiente definicion resultara de utilidad: Un maparacional F sobre E esun par
(r,s) en el quer y sson funcionesracionales sobre E tal ques?=r3+Ar + B %,

Esta definicion es coherente dado que las funciones racionales constituyen un
cuerpo debido a que®:

1 Existen dos operaciones cerradas que son la adicion y el producto
Existe un elemento nulo paralasuma(0/1) y otro parael producto (1/1)

2
3. Las operaciones de producto son distributivas con respecto ala suma
4

Cada elemento tiene un inverso ixg —%:> fxg=gxf

g f

Si se aceptalaconvencion que F(P)=0 si r y sno son finitos en P, puede verse que
F define unafuncion de E en E por medio de F(P)=(r (P),s(P)) dado quer y sdeben tener
polos en los mismos puntos® ya que satisfacen laecuacion & =r3 + Ar + B.

En efecto consideremaos dos funciones elipticas E y E' definidas por las siguientes
ecuaciones

E:YZ=X3+AX+B
E":YZ=X3+A'X+B'

y seael maparaciond r2=s*+A's+B' y seaun elemento del maparacional (r,s). A cada
punto P=(x,y) de E le correspondera un punto de P'e E' igua a(x',y"'). Esto esvélido
por ladefinicion de O' (r (0),s(0)) y por & hecho quer y ssatisfacenlaecuacion deE'.
En €l siguiente gréfico se demuestra este hecho.

-

E

/ P'=(r(x).s(y))
(s)

P=(x,y)

35. Noétese que esta es la ecuacion de una funcién eliptica en donde se han reemplazado formalmente
y por r y s por Xx.

36. Si se deseara hacer un planteo completamente formal deberia referirse a las clases de equivalencia
de las funciones racionales. La funcién racional r representa la clase de equivalencia que lo contiene.
Por supuesto se acepta la validez del axioma de la eleccion.

37. Por eso €l requerimiento que tanto r como s sean infinitos simultaneamente
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Existe unaformainteresante deinterpretar los mapasracionales. Dado €l cuerpoK,
los puntos de la funcién eliptica se obtienen por medio de la ecuacién

Y2=X3+AX +B

Considérese el cuerpo delasfuncionesracionalesK (E). Se puede emplear lamisma
ecuacion para obtener una nueva curva eliptica que puede denotarse por la expresion
E(K(E)). Pero K (E) puede no ser algebrai camente cerrado®y por nuestra convencion
E(K (E)) tiene coordenadas en la clausuraa gebraicade K (E). Los puntosfinitos cuyas
coordenadas caen en K (E) (Ios puntosracionalesde K (E)) son precisamente los mapas
racionales.

E

P=(x,y) ()

P'=(r(x),s(y))

En el gréafico anterior se representa esta transformacion. Se puede pensar que la
identidad de estacurva, llamadaO,,, como €l mapping con €l valor constante O.

Divisores y lineas

Resulta conveniente definir un mecanismo para registrar los ceros y los polos de
una funcién racional. Esto es similar alo que ocurre con las funciones analiticas en
donde los ceros y los polos de una funcion de variable compleja determinan las
caracteristicasdelamisma. Unaideaserialade emplear unaexpresion del tipo

[(P,m),(P,m,),....(P.m),...,(P,m)]
endonde el punto P, delafuncion racional r tiene orden m.. Mas que unaenumeracion
explicita, resultamas préctico considerar unasumaformal del tipo

_n 39
m,<P>+..+m <P> —iglmi <P >

38. Los polinomios con coeficientes en K(E) pueden no tener sus raices en dicho cuerpo.
39. El simbolo <P> es equivalente a la indeterminada de los polinomios y se lo utiliza para que
cuando se defina la suma el resultado de dicha operacion sea coherente.
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La manera més préactica de definir esta sumaformal es emplear el concepto de un
grupo abeliano libre que esta constituido por el conjunto de combinaciones lineales
formalesfinitasdel tipo

Y. m(s)s

se S
dondem(s)e Z y m(s)=0 excepto para un conjunto finito de se S. La suma estambién
formal, por gemplo

(mlsl+ m252)+(n131+ nESB) = (m1+ nl) Sl+ (mZSZ + n333)
No esdificil demostrar que setrata de un grupo abeliano yaquelasumaes cerradade
acuerdo con ladefinicion dada, existe un cero que eslacombinacion Os,y lainversade

n n
> mg esy -mg
=7 =

Lasiguiente definicién seraempleadaparalaconstruccién delaestructurade grupo
de la curva eliptica definida sobre €l cuerpo K cerrado algebraicamente. El grupo de
divisoresde E en el grupo abeliano libre generado por los puntosde E y que sedenotara
como div(E). Paradistinguir un punto P del divisor trivia cuyaunicaentradaesP conel
coeficiente 1, se empleara, para identificar al divisor, la expresion <P>. Si

A =Y m(P)<P> esun divisor, se define su grado
PeE

grad(A) =Y, m(P)param(P) e Z
PeE
Si r esunafuncién racional no nulaseleasociaun divisor por medio delasiguiente
expresion
div(r)= 2. ord, (r)<P>
PeE

Dos observaciones pueden hacerse como consecuenciadel o expuesto anteriormente
1 Unafuncion racional tiene una cantidad finita de cerosy polos
2. Si dosfuncionesracionalestienen el mismo divisor ello implicaque su cociente
es constante. Por |o tanto unaforma de demostrar que dos funciones racionales
son iguales esdemostrar quetienen e mismo divisor y que por lo tanto coinciden
en todo punto de E. En general el Unico punto de E que se conoce apriori esO
dondefrecuentementetiene polo. En este caso se pueden comparar |os coeficientes
de mayor peso.
Definicion:
Sear unafuncion racional y supongamos que ord(r)=d, luego se define como el
coeficiente principal der
X d
—|.r
9

©
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Se puede demostrar que dos funciones racional es que tienen los mismos divisores
y los mismos coeficientes principales son igual es.

Es conveniente dar algunos gjempl os para consolidar |0s conceptos sobre funciones
racionales.

Ejemplo1:

SeaP=(a,b)e E dondeb=0y sealafuncionracional r =(x —a). Estafuncion racional
tendra ceros simples en P=(a,b) y P=(a,-b) que son los dos puntos de la curvaeliptica
quetieneacomo valor dex* y un polo de multiplicidad 2 en O (dado quex tieneorden
2). Por lotantodiv(r )=<P>+<P’>-2<0>

Ejemplo2:
Sear,=yy seanm,, w, y o, lasraicesdex®+ Ax + B que sellaman puntos de orden
2. Sean los puntos P (w,,0), P,= (0,,0) y P,= (»,,0) entonces sera
div(r,) =<P>+<P>+<P>-3<0>
yaque€ ordendey es3.

Ejemplo3:

Sea r =xly. Esta funcion racional tendra polos simple en P, (®,,0), P,=(®,,0) y
P.=(®,,0) donde @,, ®, y ®, son las raices de x*+ Ax + B (puntos de orden 2). En O
tendraun cero simpleyaque €l orden dey es 3 entanto que el de x es2. Enlos puntos
Q,= (0,VB)y Q,=(0, \B) tendra ceros simples. Por lo tanto

div(r,) =<Q>+<Q,>-<P>-<P>-<P>+<0>

Definicion:

Undivisor* A sellamaraprincipal si A=div(r) paraalgunafuncién racional r.
Si A, - A, esprincipal sediraqueA, y A, son linealmente equivalentes o que pertenecen
alamisma clase dedivisoresy se notaraA, ~ A, En otras palabras dos divisores son
linealmente equivalentes si su diferenciaesdivisor de unafuncion racional.

Proposicién:

Sir,yr,sonfuncionesracionalessobre E, entoncesdiv(r,r,) = div(r,) +div(r,). Dado
queord(r,r,)=ord.(r ) +ordr,) lademostracion esunaconsecuenciainmediatadeello.
Intuitivamente si r, y r,, son funciones racionales sus ceros se deben a los ceros de los
polinomios numeradoresy sus polos alos ceros de | os polinomios denominadores. Puede
gue en algunos puntos ellos coincidan. En ese caso dado en € que €l orden de un polo es
negativo, a realizarselasumadelosdivisoresel ceroy € polo seanularan si sus érdenes
sonigualeso quedaran con un ordenigual alasumaal gebrai cade susrespectivos érdenes.

40. Dada la definicion de la curva eliptica (y>=x*+Ax+B)en los reales si (a,b) es una solucion
también lo sera (a,-b)
41. Es de recordar que el conjunto de los divisores se define sobre todos los puntos de E
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Teniendo en cuenta esta propiedad se puede demostrar que el conjunto de divisores
principal es que se denotacomo Prin(E), esdecir aquellos que son divisores defunciones
racionales, constituyen un subgrupo del grupo delos divisores de E, debido aque las
funciones racionales forman un grupo multiplicativo. En efecto la suma de divisores
principales es cerrada dado que es un divisor principal correspondiente a la funcion
racional producto delas respectivasfuncionesracionales. Por otro |lado existe un divisor
principal que es launidad del grupo y que corresponde a la funcion raciona unitaria
multiplicativa(r=1/1). Finalmente paracadadivisor principal existe uninverso aditivo
yaques A, esél divisor der =f/gy A,, esel divisor principal correspondientealafuncion
racional inversa g/f, entoncesA, + A, corresponderaaf/g x g/f = 1y por lo tanto sera
el elemento neutro aditivo delosdivisores principales. Dentro del grupo delosdivisores
principal es se define como Div°(E) al subgrupo de los divisores de grado 0.

El objetivo esanalizar qué divisores son principales, esdecir cuales son los cerosy
los polos que una funcidn racional puede tener. Esto es equivalente a estudiar 1os
divisores que no son principales. Los mismos estén representados por |os elementos
del grupo

Pic(E)=div(E)/Prin(E)

A Pic(E) selo conoce como grupo de Picard de E o grupo delaclasededivisores.

Puede estudiarse un grupo mas pequefio para analizar cuales son los divisores

principales. El teorema que establece que si r es unafuncion racional entonces
PZ gdp (r) =0 implicaque Prin(E) < Div(E). Por lo tanto se tendrian que estudiar
€

los divisores de grado cero que no son principales, es decir el grupo
Pic%(E) =Div(E)/Prin(E)
Pic’(E) recibe el nombre de laparte de grado cero del grupo de Picard deE.

Para continuar con el andlisisdelos cerosy polosdelasfunciones racionales seran
de utilidad las siguientes definiciones:

Normadeundivisor.S A =Y, m(P) < P> esun divisor, su normase definirdcomo
|al= X |m(P)|
PeE-O
De ladefinicion surge que si A es el divisor de un polinomio f su norma |A] esla
sumade las multiplicidades de los ceros de f que, asu vez, esel grado def.
Lineas: Unalineasobre E esun polinomio delaforma

Z(x,y)=ox+By+y
paraa, By ye K dondea y B no pueden ser nulos simultaneamente.

Si un punto P(a,b) esun cero delalinea(aa+ B b +y=0) sediraquelalineaZ pasa
por Py que P esta sobre lalinea.

Lasiguiente esunapropiedad importantedelaslineas: Si £ esunalineacon divisor
A, luego |A| esigual a2 o 3. La demostracion es sencilla. Dado que una linea es un
polinomio su grado serd2 si B=0y 3 si B=O0.
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Los siguientes son los posibles divisores de las lineas:

;)

~
N
\

_3w 1 2\3 4
\

div(l) = <P> + <Q> + <R> - 3<O>

div(l) = 2<P> + <Q> - 3<0>

P, Qy R sonloscerosdelalineaen E
(Puntosdeinterseccién delalineacon E).
Existen tres soluciones diferentes.

Lalineaestangente aE en el punto P.
Existe unasolucién dobley unasimple.

/
LN\

div(l) = 3<P> - 3<O>

div(l) = 2<P> - 2<0O>

Lalinea pasa por un punto deinflexion
deE

Lalineaesparalelaal gedelasyy tangente
aE. Existe unasolucién dobledado quesiendo
X constante laecuacion final es cuadrética

a

s
.
'S

<

\

N\

[\
4‘2] 2 4
o/

\

div(l) = <P> - <O>

div(l) = <P> + <Q> - 2<O>

Existe unasolasolucion real y doscomplejas.
Este caso e presenta porque los reales no cons-
tituyen un cuerpo agebrai camente cerrado.

Lalineaesparaelaal gedelasy. Existe
una solucién doble dado que siendo x
constantelaecuacion final es cuadrética
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El siguiente teorema es uno de |os resultados mas importantes. En general, y por
razones que se comprenderan mas adelante, si P es €l punto (a, b) se empleara la
notacion -P parareferirsea punto (a,-b).

TeoremadeReduccion lineal

SeaAediv(P). Luegoexiste A e div(E) tal que A=A y grad(A) = grad (A) y |£| <1

Demostracion:

Supéngase que A = Z n(P) < P>y quelos puntos Q, Re E estan incluidosen A

con coeficientes no nqus y del mismo signo (Q y R ambos son simultaneamente o

cerosopolos). Sea/Z unalineaque pasapor lospuntosQ y R. Luego dependiendo del
signo del coeficiente de Q (o R) el nuevo divisor

A+div(Z) 0 A-div(Z)

tendra

« S/ tuvieratres ceros diferentes|n(Q)| y [n(R)| disminuidos en unaunidad y,

en el peor de los casos, haberse aumentado en una unidad el coeficiente
correspondiente alatercer raiz delalinea. En efecto supongamos que A=n,<Q>+
n,<R>+...+n_<R_>conn >0y n,>0y queA=<P>+<Q>+<R>-3<0>, luego

sera A-A, = (n-1)<Q>+(n,-1)<R>-<P>+3<0>+n <R >+...+n <R >
Ahorabien el grado (F%Em(")) deAy A, soniguales dado que el grado de A,

es cero pero JA-A | disminuy6 en 3 0 1 unidad segiin que P pertenezcao no aA

» S/ hubieratenido solamente dos ceros diferentes, se hubieran hecho decrecer
[n(Q)] o [n(R)| en una unidad y no se hubiera incrementado ninguin otro
coeficiente.

Mediante este procedimiento se ha creado un nuevo divisor A, tal que A ~A,
grad(A)=grad(A) y |A,|<|A|

Después de realizar este procedimiento una cantidad finita de veces, se halogrado

crear un nuevo divisor linealmente equivalenteaA 'y del mismo grado que A delaforma
A'=n<P> - n<Q>+n<0O>

donde n, y n, son enteros no negativosy n un entero arbitrario cuyo valor no interesa.

Supongase ahoraquen, > 1y considéreselalineadefinidapor lasiguiente ecuacion
£ (x,y)=m(x-a)-(y-b)
donde P=(a, b). P estaen /Z si aesun cero del polinomio
f(x)=[m(x - a) + b]2-x3- Ax-B
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debido a que P debe satisfacer simultdneamente la ecuacion de lalineay la ecuacion
fundamental delaecuacion eliptica. Si secomputaladerivadaf' (a)*2, se compruebaque
Ptienemultiplicidad 2 s 32+ A
m="x
Si b0, estalineatendréun divisor 2<P> + <S> - 3<O>. Restando estalineadeA' se
puede reducir n, y por lotanto |A'|. Si P fuerade orden 2 (unalineavertical tangente a
lacurva) laecuacion delalineaseriaZ (x, y)= x - @ que tiene como divisor
2<P> - 2<0O> que puederestarsede n,. Similarmente se podriareducir n,.
Eventua mente se llega a un resultado que demuestra el teorema o aunaexpresion
del tipo
<P>+<Q>+n<0O>
Lalinea Z (x,y)=x - atienelosdivisores<P> + <R> - 2<O> 0 2<P> - 2<O> con
lo que restando lamisma se reduce al caso anterior.
En e g emplo siguiente se muestracomo €l divisor 4<P>-3<Q>+3<R>-4<0> puede
reducirse a divisor <P> - <O> por medio de una serie de sumasy restas de lineas.

4<P>-3<Q>+3<R>-4<0>
—N]
<P>+ <Q>+ <R>-3<0> - . -
S
3<P>-4<Q> +2<R>-<0>
yaN
<p> + <R>-2<0O> - é ; T
g
2<P>-4<Q>+<R> +<O>
yaN
<P>+ <R>-2<0O> - é -+ —
g

42. La ecuacion eliptica es y>=x3+ A x + B, por lo que 2yy =3x?+A de donde resulta y’' =(3x*+A)/2y.
La pendiente de la recta es m y pasa por €l punto (a, b) por lo que para que P tenga multiplicidad 2
deberd ser m = (3a?+A)/2b. Este razonamiento es valido si la caracteristica del cuerpo K es diferente
de 2 6 3. Para ser estrictamente formales se tendria que usar el concepto de derivada formal de
polinomios.
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<P>-4<Q> +3<0>

2<Q> - 2<0> + -

<P>-2<Q> + <O>

2<Q> - 2<0> +

<p> - <O>

Del anterior teoremasurge un corolario muy importante que establece que paracada

Aedivo(E), esdecir Y, m(P) = 0, existe un (inico punto P delacurvadlipticatal que
PeE A~<P>-<0O>
lo que equivale aque A-<P>+<0> es el divisor de unafuncion racional.

Lo que el teorema establece es que el divisor es equivalente aun divisor de norma
1del tipo+<P>+n<0>. Si el signo de<P> no fuerapositivo, esdecir quelaexpresion
fuera - <P>+n<0>, bastasumarlelalineacon divisor 2<P>-2<0>. Dadalasuposicion
gueel grado de A escero, € coeficiente de <O> debe ser -1. Paraverificar queel punto
es Unico supdngase que existe otro punto Q tal que A ~<Q> - <O>. Luego sera

<Q>~A+<0>~<P>
por lo tanto debeexistir unafuncionracional r donde su divisor sea®® div(r) = <P> - <Q>.
Usando |os mismos métodos que en la demostracion del teorema anterior 4, se podria
concluir que debe existir unafuncién racional t cuyo divisor es
div(t)=<S>-<O>paraunSe E

Pero t no puede tener polosfinitos por [o que se trata de un polinomio. Pero siendo

un polinomio debe tener como minimo dos ceros® 1o que contradice el hecho que
div(t) =<S>-<0>
por 1o que debe ser <Q> = <P>.

43. Por la definicién de la relacion ~

44, Sumando y restando las lineas apropiadas

45. El polinomio de menor grado seria x que tiene grado 2 de acuerdo con la definicion daday que
tiene dos ceros.
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Se puede ahora crear una aplicacion
o:div°(E)—E
medianteladefinicion 6 (A) =P donde P es e Unico punto tal que A ~ <P> - <O>.
Dado que si P =0 serddiv(r) ~0luego & (div (r)) =0 lo que permite deducir que G
induce unaaplicacion o: pic®—E como serepresentaen el siguiente grafico

Pic'(E) | Prim(E)

DivO(E)

La Estructura de Grupo

Ladefinicion de laestructurade grupo sobrelos puntos de unafuncion eliptica por
su formulacion algebraicatiene dos dificultades: La primera, que no es intuitivay la
segunda, que la demostracion de la asociatividad es engorrosa.

Otraaproximacion esemplear métodos geométricos. Ladefinicidn delasoperaciones
esmasintuitivapero lademostracion de la asociatividad resulta dificultosa.

Laidea bésica que subyace sobre ladefinicion de la operacion de sumade los puntos
deunacurvaelipticaesel hecho que unalineacortaaunacurva€ipticaen no masdetres
puntos®. En el gréfico siguiente se gjemplificaestaaseveracion. Lalinea/ cortaalacurva

10
R Y
Q ﬂ
]
- - ) - -
6 -4 -2 i / 2 4
1
10 \\

46. Un polinomio de grado tres tiene tres raices.
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elipticay?=x®- 11x + 10 enlos puntos P, Q y R. Laoperacion se define por medio dela
siguienteigualdad P+Q+R=0, donde O es el punto que representael elemento neutro
del grupo y que recibe el nombre de punto en €l infinito (Selo considera posicionado
paravaloresinfinitosdey y su nombre proviene delageometriaproyectiva). Dado que
P(x,y) + P(x,-y) = O sera P+Q =T. Cuando P y Q coinciden, larecta que intercepta
ambos puntos se convierte en tangente ala curvay el punto se considerara doble.

El siguiente grafico muestra esta situacion®.

Pyl

1
&\

=
[}

Este razonamiento es valido para €l caso en €l que €l cuerpo admita una medida
como por gjemplo enlos complejos. Pero no o es cuando se trate de cuerposfinitosen
los que €l concepto de limitey por lo tanto de derivada no existe.

SupdngasequeP#Qy P#-QyqueA eslalineaquepasapor Py Qy queR es
el tercer punto deinterseccion delalineaconlacurvaeliptica. Sean las coordenadas de
Payb ylasdeQcyd.

Sealaecuaciondelarecta A(x,y) = m(x-a) - (y-b) dondem = (d-b)/(c-a)

R S~
N Veces n

47. La notacion [n]P con ne Z significa P+P+...+P :Zip
J:
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Reemplazando la ecuacién de la recta en el polinomio y>=x3+Ax+B se obtiene
finalmentef(x)=[m(x-a)+b)]>x3>-Ax-B. No esdificil demostrar queay ¢ son cerosdef(x).
Se necesita calcular cual es e tercer cero. El polinomio f(x) puede escribirse de la
siguiente manera f(X)=(x-a)(x-b)(x-e) en donde a, b y e son los ceros del polinomio.
Expandiendo esta expresion se obtiene que el coeficiente de x? es a+b+e en tanto que
expandiendo la expresion original se obtiene que el coeficiente de x es m2 De ambas
igualdades se obtiene finalmente que e = m?2- a - b. Para obtener la coordenada 'y se
emplealaecuacion delarecta. Finalmente las coordenadas del tercer punto son

e=m2-a-b
f=m(x-a)+b
m=(d-b)/(c-a)
Seanalizardcon mésdetallelaestructuraantes definida. Seael cuerpoK y lacurva
elipticay?=x3+ax+b dondea,be K.

Sean tres puntos de larecta P, P, y P, de coordenadas (x,, y,), (X, ¥,) ¥ (X, Y,

respectivamente. La recta que pasa por los puntos P, y P, tendra por ecuacion

zz:il (x=x,) . S sedefinelapendientecomo m =ulaecuaciénanterior
2

y=y,* B

1 2 1
puederescribirse delasiguiente manera: y =y, - mx, +mx.

Pero Y, Y, Y1 %- XY,

Y, -mx, =Y, - X, = =p
X=Xy X=Xy

Finalmente laecuacion delarectaseray = p + mx
Las operaciones del grupo se definiran tal que P+ P, + P, = O donde O es e
elemento neutro del grupo. Por lo tanto seraP +P,=-P,
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Analizaremos |0s tres casos siguientes:
1 Lascoordenadasx, y x, soniguaesperoy, esdiferentedey,. En este caso sera

P,=0. Delaecuacién elipticasededuceque y? — y2=(y,+y,) (y,-y,) =0 de
donde, dada la condicién que las ordenadas de los puntos son diferentes, debera
verificarsequey, +y, =0 dedondey, = -y, . Finalmente se obtiene que

-P (Xv y) = P(X1 'y) .

L as coordenadas x, y X, son diferentes. En este caso deberan existir tres puntos
de interseccion entre larecta que pasapor los puntos P, y P,y lacurvaeliptica
yaque si una ecuacion cubica tiene dos soluciones reales |a tercera debera ser
tambien ser real, lamemosx, X,y X, alostres ceros delaecuacion cubica. Luego
(X =X) (X=X )(X = X) = X3 = (X, + X, + X)) X2 (X X, + X, X, + X, X) X+ X, X, X,
El coeficiente del término cuadratico cambiado de signo eslasumadelasraices
del polinomio. Reemplazando laecuaciondelarecta y = + mx enlaecuacion
eliptica

y?=x3+ax+b
se obtiene
XB+ax+b—p?—2umx—m*x2=x>*—m?x*+ (a—2um) x + b — p?

de donde se deduce que m? = X, + X, + X,y por |o tanto serax, = m? - X, - X,.
Utilizando la ecuacién de la recta se obtienen las siguientes ecuaciones para
calcular las coordenadas del punto delacurvasumadeP,y P,

—m2
X=m -Xl-XZ
y=-4-mx
donde
— XY - XY,

m _Yo Y, y
XZ-X X2-X1

Los dos puntos P, y P, son iguales.

Desde un punto de vista geométrico se podria calcular |a ecuacién de larecta

empleando latangente alacurvaen dicho punto. Estase puede obtener facilmente
+a

: . ] X2 ) -
por medio deladerivadaqueresultariaser 'y’ = . Ellosdlo seriavdido

en €l caso de que el cuerpo tuviera unamétrica como por gjemplo en el caso de
losrealesoloscomplejos. Si bien losresultados son iguales se consideraque el
camino de deduccion que se propone es mas general.

Aplicando |a ecuacion elipticaen los puntos P, y P, se obtiene

Y= yi=(y Y) (v, Y,) = X = x5 +a(x—x,)



3
=% 7% L4 pero
X=X, X=X,

- 3
de donde se deduce que (Y, +Y,) e

X3 = x3= (X=X )(X2 + X%, +X2).

Reemplazando esta expresion en laanterior se obtiene
- 2 2
Y-y,  XAXX+Xi+a

m = = .Enel casoenel queP, fueraigual aP, sera
X =%, Y. tY,
X2 +a
m= 1 .

2y,
El valor de p secalculacomo =y, - mx, que parael caso en que P =P, resulta

_ —X3+ ax, + 2x

2y,

Es de hacer notar que estas expresiones no son validas para cuerpos con
caracteristica2® yaque2y, =y, +y, =1y +1y =(1+1)y, =0y, =0. Perodado
gue los cuerpos mas empleados en las computadoras digital es son |os basados
en €l cuerpo delosbinarios, este problemainvalidariael uso de curvaselipticas
en las computadoras. Para cuerpos de caracteristica 2 la ecuacion eliptica se
definey?+xy =x3+ax?+b

Con un razonamiento andlogo a anterior los puntos de interseccion de la recta
y = 1+ mx con lacurvaelipticadeberan satisfacer laecuacion

x3+ax2+b - (u+mx)?- (LU +mx) x =0dedonde
X3+ (a-m2-m) x2+ (2um- ) X +b - u2=0 y paracuerpos de caracteristica2 sera
X3+ (a-m?-m) x2- ux +b - u2=0

Laexpansionde(x - X,) (X - X,)(x - x,) =0es

X3 = (X, + X, + X)) X2 (X X+ X X, + X, X)) X+ X X, X, =0

queparax, =X, sesimplifica
3 2 2y — ()49
X3+ X, X+ X XX +X2X, =0

n
48. La caracteristica de un cuerpo es el menor nimero natural n que existe tal quez 1=0Odonde 1

=1
es el elemento neutro del grupo multiplicativo y O el del grupo aditivo. Si dicho nimero no existe
(como en el caso de los reales, por gemplo) se dice que la caracteristica es cero.
49. Estos resultados se logran porque en cuerpos de caracteristica2 Vx,y € K: x +y =0
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Se obtendrian lo siguientes resultados.
1 Paraiguaesvaloresdex constantes, -P(X,y)=P(x,x+y)
2. Paravaloresdex diferentes

- 2
Xy=m +m+a+xl+x2

Y, =+ mX,
donde
:y2+y1 — X2y1+X1y2
X2+X1 X2+X1

3. Paravaloresdexiguales:
Dex®+x, X2+ X XX+ x2x, =0y x*+(a-m?-m)x? - ux+b - y>=0 sededuce
que X2 =pyX,=a+m?+m. Perox?+mx, =u+mx, =y, dedonde
y, +x?
=

En la siguiente tabla se resumen |os resultados anteriores

X#X, X=X,#0
Py ) HRX,Y,) = Q%) [2P(x,.y,) = Q(X,Y,)
PX,y) Yt _XY XY, | YK Lex2
X2 + Xl X2 + Xl - Xl !
-P(x,y) = P(X,x+y) Q(xy) =Q(Mm2+m+a,p+(m+1)X)

Para demostrar que la operacion entre puntos antes definida induce una estructura
de grupo abeliano sobre los puntos de una curva eliptica, hay que probar que

1 Laoperacion escerraday conmutativa

2 Existeun elemento neutro

3. Cada punto tiene un inverso

4. Laoperacion esasociativa

Las propiedades 1, 2 y 3 son facilmente demostrables a partir de las definiciones
pero la demostracion que la operacién definida es asociativa es mas compleja de
demostrar. Paraello se empleard el concepto de divisoresy lineas antes definido.

Se emplearalasiguiente nomenclatura: dado el punto P(x, y) sedefinira-P al punto
con coordenadas P(x, -y).

Sealaaplicacion biyectivadefinida previamente

o: PIc(E)—E
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Sedefinirdlaaplicacioninversak = 6™ por lo quex(P) eslaclasedeequivaencia
lineal del divisor <P>- <O>. Deladefinicién dek surge que k(0O)=0, esdecir quek(O)
eslaclaselineal deequivalenciade cero

Proposicién: k(P + Q) =«x(P) +k(Q)

Supongase que Q = O. Por lotanto k(P + O) = ¥(P) = x(P) + 0=«(P) + x(O), conlo
gue queda demostrada la tesis

Supdngase queni P ni Q sonigualesaO. En este caso se consideraralalinea que
pasa por los puntos Py Q.

2]

U

-P+Q)=R

N
|

S

[e}]

El divisor delamismasera
div(/) =<P>+<Q>+<R>-3<0>

Sea /" lalineaque pasapor Ry -R cuyo divisor sera
div(£") =<R>+<-R>-2<0O>

Luegod divisorde/ / £ serd

div(Z" 1 £ )=-<P>-<Q>+<-R> +<O>=-<P>-<Q>+<P+Q> +<0>~0
Reescribiendo la expresion anterior se obtiene

[<P+Q>-<0>] - [<P>-<Q>] - [<Q>-<0>] =

[<P+Q>-<0>] - [<P>-<Q>] - [<Q>-<0>] ~0

gue corresponde de acuerdo con ladefinicién dex a

k(P+Q)-x(P)-x(Q)=0
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de donde se deduce que

k(P+Q)=x(P) +x(Q)

Dado quelaadicion en Pic’(E) esasociativatambién lo serén las operaciones antes
definidas de donde se demuestra el punto 4 con lo que las operaciones establecidas
sobre los puntos de la curva eliptica inducen una estructura de grupo.

En base alos resultados anteriores se puede definir una aplicacion suma de div(E)
sobre E delasiguiente manera:

uma [2 n(P)<P >] = Z n(P) P

en dondelasumatoriadelaizquierdaserealizasobrelosdivisores mientras quelasuma
de laderecha se realiza sobre los puntos de la curva eliptica.

Un resultado muy importante que se obtiene de o expuesto anteriormente es €
siguiente:

Sea A = 2,n(P)<P> undivisor. Luego A es principal si y solo s
PeE

grad(A):%n(P): 0 y suma [gEn(P)<P>j:O
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Anexo A

SealacurvaelipticaE definidapor laecuacion y?>=x3+Ax+B. Paracadapunto Pe E
existe unafuncién racional u, tal que P(u)=0, con lapropiedad quesi r esunafuncion
racional no idénticamente nula, entonces
r=u’s
paraun entero d y unafuncion raciona squeesfinitay diferente de cero en P. Ademés
€l nimero d no depende delaeleccién de u.

Para probar el teorema se analizaran los siguientes tres casos
1 Pnoesdeorden2y P£O

2 Pesdeorden2y PO

3 P=0O

Caso 1 (P no esdeorden 2y P£O)
Se demostrara que para P = (a,b) se puede elegir u(x,y) = x - a. Supdngase que

r(P)= % =0. Luego seraf(P)=0y g(P)=0 yaque g(P) no puede tener un polo en P

por ser un polinomioy P£O. Si se puede descomponer f=u‘t, entonces dividiendo por

g se obtiene r P _ut () yes
g g g
Dado quef(x, y) = v(X) + yw(x) y f(x,y) = v(X) - yw(x). Seanalizarén aqui dos casos.
1 f(P)=0
En estecasoy dado quelacaracteristicadel cuerpo esdiferentededosy y(P)=b#0 serd
v(a) +bw(a@)=0
v(a)-bw(@) =0

El determinante de este sistema de ecuaciones es -2b por lo que su solucién es
v(@=w(@)=0
Dado que v y w son polinomios en x exclusivamente se puede reescribir f como
f(x,y) = v(x) + yw(x) = (X - &)v,(x)+Yy (x-8) w,(x)=
(X-a)[v,(X)+yw,(x)]=(x - &) 5,(x)
2 f(P)#0 -
En este caso se puede multiplicar f por % obteniéndose

oy = V200 - SOOW? (1)
by fx.y)
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donde s(x) = x3+ Ax + B. Dado quef(P) =0y f(P) # 0 el numerador debe ser nulo, es
decir que v3(x) - s(x)w?(x) = 0 parax = a. Por lo tanto se puede escribir, dado que se
trata de un polinomio solamente en x
VA(X) - SpOW?(X) = (x - a)d(x)
de donde resulta
d (x)
f(x,y) = (x-a) = = (x-a)s, (x)
f(x,y)

d (x)

donde s (x,y) = f( esunafuncion racional.

En el caso en el que s (P) = 0 se puede continuar este proceso. Paracomprobar que
el proceso no entraen un ciclo infinito se debe tener en cuentaque s
f(x,y) = (x - @)?s(x,y), luego N(f)(x) = (x - @)*!N(s )(x). Pero N(s )(x) notiene polosena
(Dado que?(x, y) noesnulo en P) por lo que 2d debe ser menor que e grado de N(P).

Por lo tanto si r tiene un cero en P=(a,b), se puede emplear
u(x,y)=x-a

Sir tieneunpoloen P, entonc&% tiene un cero 'y en este caso d sera negativo.
Si r notieneni un cero ni un polo entonces serad = 0. Por |o tanto en el caso genérico
sepuedeusar u=x - a.

Caso 2 (P esdeorden 2y P£O)

En este caso sera P=(w,,0) (®,, ®,,0, son las raices de x,+Ax+B). Se demostrara
que u(x,y) =y es aplicable. Se puede asumir que r=f/g tiene un cero en P(®,,0) y que
f(P)=0. Dado quef(x,y) = v(x)+yw(x) resultaraquef(P) = 0= v(m,). Por lo tanto se puede
escribir, dado que v es un polinomio en x,

V(X)=(X - )V, (X)

Dado que las raices de s (x) son diferentes (La curva no es singular) se obtiene,

multiplicando por (X - ,)(X - ®,), lasiguiente expresion:

(X-@)(X-0,)(X-0)v, (X) +yw, (X)
(X-0,)(x- ) -

f(x,y) =(x-@)v, (x) +yw (X) =
donde
YV, (%) +w; (X)
(x-o,)(x-w,)

YAV, () +yw, ()
(x- @)(x-o,) =Y

W, (X)= (X - @,)(X - @,)W(X).
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YV, () +w; (x)

Silafuncién
(x-o,)(x-o,)

se anula en P el proceso puede continuar con
f,(x) = w,(x) + yv,(x). Por razones andlogas a la expuesta anteriormente este proceso

debe terminar luego de una cantidad finita de ciclos.

Caso3P=0
Se demostrard que u(x,y) = x/y es correcto. Supongase quer =f/gy quer(O) =0.
Esto significaquegrad(f) < grad(g) = d < 0. Por ladefinicion degrado sera

grad(y)-grad(x)=1
yaque grad(yf)=grad(x‘g) y que (y/x)’r esfinitoy diferente de cero en O. Dado la

SRS

gueda demostrado que u=x/y es correcto.
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Anexo B

Transfor macion delaecuacion detercer grado
Sea la ecuacion x® + ax? + bx + ¢ = 0. Haciendo la transformacion de variables
X =y +d seobtiene:

(y+d)*+a(y+d)?+b(y +d)+c=y*+3dy?+ 3d? + d®+ ay? + 2ady + ad*+ by + bd + c=
y*+(3d +a)y*+ (3d*+ 2ad + b)y + d*+ad*+bd +c

Si sedefined=--2

laexpresion anterior sereduce a
& 2 1
3 b_i & 3_7ab+
y+( 3)y+(z7a ! )

& y b:i 2. L ab+c la ecuacion original se
3 27 3

transformaenx3+Ax+B =0

Si sedefine A= b-

Haciendo latransformacion x= y+ﬂ se obtiene

w |3 w
y+— | +A| y+— |+B dedonde se deduce que
y y

w w2, [w)3 w w2 w3 w
y3+ 2f+3y | += +Ay+A7+B:y3+ +3— +— tAy+A—+B
Py (y) (y) y W3ty y
Multiplicando ambos miembros por y® quedalasiguiente expresion

yo + 3wy + 3w?y? +wi + Ay + Awy? + By® =
ye+ (3w + A)y* + By +w(3w + A)y? +w?
Haciendo el cambio de parametro w= — % se obtiene

A3
6+B 3+7:0
Y Y 27
) . A3
Finalmentereemplazandoy® =x seobtiene x?+Bx — 7 =0

Resolviendo esta ecuacion de segundo® orden la solucion queda

50. Este método es valido para cuerpos de caracteristica diferente de 2 y 3, ya que en dichos cuerpos
2 es el cero aditivo (caracteristica 2) y 27 es el cero aditivo (caracteristica 3)
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A B2 A3
X=——F=

2*\4 T2z

Para que no existan raices multiples es necesario que

| A=27B%+4A%0]
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