Ecuaciones Diferenciales.
Soluciones de equilibrio y estabilidad
Analia Bozzalla™

“Yo me algjo con espanto y horror de la triste maldad de las funciones
gue no tienen derivadas” .
CharlesHermite, en unacartaa Thomas Jan Stieltjes

Un poco de historia...

“La filosofia (naturaleza) estd escrita en ese gran libro que siempre esta ante
nuestros ojos -l universo- pero no lo podemos entender si no aprendemos primero el
lenguaje y comprendemos los simbolos en los que esta escrito. El libro esta escrito en
lenguaje matematico y los simbolos son triangul os, circulosy otrasfiguras geométricas,
sin cuya ayuda es imposible comprender una sola palabra; sin ello uno vaga sin
esperanza en un oscuro laberinto” . Galileo

Este pensamiento representalacreenciapopular delaépocade Galileo, centradaenla
ideadequed conocimiento delanatura ezapodriareducirse alasmateméticas. Haciafines
del dglodiecinueveestacreenciasereforzé cuando Newton usd laley degravitaciony € nuevo
calculo paradeducir lastresleyesde Kepler. Lahuellade estafilosofiaen lasmateméticas
fuemuy fuerte, un gran nlimero de mateméti cosiniciaron sutareadematematizar lanaturaleza.

A partir de estos aportes buena parte de las leyes de la naturaleza fueron escritas en
términos de ecuaciones diferenciaes ordinarias o ecuaciones diferenciales en derivadas
parcides; lasmasfamosassonlaecuacion dd calor, laecuacion potencid y laecuacion deonda.

Laecuacion dd calor. A principiosdel siglo diecinueve el matemati co francés Joseph
Fourier (1768-1830) inicid e estudiodel calor. El flujo de calor teniamuchasaplicaciones,
tanto aproblemasindustrial es como cientificos: unamejor comprension del fendmeno
haciaposible quelafundicién de metal esfueramas eficiente permitiendo al os cientificos
determinar latemperaturade un cuerpo dadalatemperaturaen sufrontera, y asi, aproximar
latemperaturaen € interior delatierra.

Denotemos T(x,y,z,t) latemperatura de un cuerpo homogéneo B < 33 en un punto
(x,y,2) end tiempot. Fourier probd, que T debe satisfacer laecuacion diferencial parcial
[lamada ecuacion del calor

o'T 0T o'T, oT

k + + =—
(6x2 oy’ 822) ot

* Docente de la Facultad de Ingenieria, Universidad de Palermo. El presente trabajo fue expuesto en las
Jornadas de Ciencia y Tecnologia 2002.
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Dondek es unaconstante cuyo valor depende de la conductividad del material que
compone & cuerpo.

Fourier usb esta ecuacion para resolver problemas de conduccién de calor. De
hecho sus investigaciones de las soluciones de la ecuacién lo condujeron al
descubrimiento de un nuevo concepto matemético, llamado ahora series de Fourier.

L aecuacion de potencial: Seael potencial de gravitacion V de unamasam enun
punto (X;y;z) provocado por unamasa puntual M colocadaen el origen, dicho potencial
estadado por V=-GmM/r donde r=vx?+y?+z>. El potencial V satisfacelaecuacion:

oV oV oV
~+—+—=0
ox~ oy~ 0Oz

Esta ecuaci on se conoce con el nombre de ecuacion de L aplace. Pierre Simon Laplace
(1749-1827) realiz6 trabaj os sobre atraccion gravitacional de masasno puntuales, y fue
¢l primero en relacionar laecuacion con laatraccion gravitacional . Presentd argumentos,
que luego se probd que eran incorrectos, que indicaban que la misma se cumplia para
cualquier cuerpo y cualquier punto, ya sea fuera o dentro del cuerpo. Sin embargo no
fueLaplaced primero en escribir laecuacion, yaque Euler en 1752 en su escrito Pinciples
of the Montions fluids dedujo |a ecuacion de potencial relacionada con €l movimiento
defluidos. Euler insistié en que no teniai deade como resol ver laecuaci on. Posteriormente
Poisson mostré que si (x;y;z) esté dentro de un cuerpo atrayente, entonces V satisface
laecuacion:

oV oV o
st+—+—5 =—4np
ox® oy oz

Donde p esladensidad del cuerpo atrayente, dichaecuacidn actual mente es conocida
como laecuacion de Poisson, este tltimo fue el primero en sefialar laimportanciade esta
ecuacion para problemas rel acionados con campos el éctricos.

Las ecuaciones de Laplace y Poisson son fundamentales en muchos campos:
mecanica de fluidos, campos gravitacionalesy campos el ectrostéati cos.

Laecuacion deonda: Lamismatienelasiguienteformaen el espacio:
o’f of Of _ L0f
PR S el Gl
ox~ Oy 0z ot
Laecuacion de ondaunidimensional:
Of _ 20
ox’ ot
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Lamismafue deducidaen 1727 por John Bernoulli y varios afios después por Jean Le
Rond d’ Alambert en €l estudio paradeterminar e movimiento de unacuerdavibrante. Esta
Ultimaecuacion sevolvio muy Uil paraestudiar tanto cuerpos vibrantes como el asticidad.

Ecuaciones diferenciales
Soluciones de equilibrio y estabilidad

El lenguaje matematico es utilizado, en muchos casos, paradescribir y explicar las
leyes del universo; los modelos mateméticos empleados permiten comprender los
cambios que implican innumerables fendmenos fisicos. Dichos cambios solo pueden
explicarse por medio de ecuaciones que relacionan cantidades que cambian, estas se
denominan ecuaciones diferenciales; con lo cua: ¢qué es una ecuacion diferencial ?
“Una ecuaci6n que relaciona unafuncién desconociday unad més de susderivadas'?,
con esto decimos que una ecuacion diferencial ordinaria es una ecuacion en la cua
aparecen derivadas o diferenciales de unavariable, que denominamos dependiente, la
cual esfuncion de otratnicavariable, [lamadaindependiente. Conlo cual, encontrar la
soluci6n de unaecuacion diferencial implicaencontrar unafuncién que reemplazadaen
laecuacion original, junto con sus derivadas permitallegar aunaidentidad.

Antes de avanzar en el temaveamos algunos ejemplos de ecuaciones diferencial es
empleadas en la descripcion de distintos fenébmenos:

1- Lal ey deenfriamiento de Newton establ ece quelatasade cambio delatemperatura
T(t) de un cuerpo respecto al tiempo esdirectamente proporcional aladiferenciaentre
dichatemperaturaT y latemperaturaA del medio ambiente

dar =k(T - A) siendo k<0
t

Observemos que si T>A, entonces dT/dt <0, de modo que la temperatura es una
funcion decreciente det, con lo cual el cuerpo se estaenfriando; si T<A, entonces dT/
dt >0, es decir €l cuerpo se esta calentando.

Nota: Recordemoslo siguiente:

d
Sea y= f(x), la expresion dl = f'(x)
x
Indicalarazoninstantaneaalacual estd cambiando lacantidad y=f(x) respectoala
variableindependiente x

1. Edwards, Henry; Penney, David; Ecuaciones diferenciales; Ed. Addison Wesley (tercera edicion);
México; 2001; pag. 1
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2- Larazon de decaimiento radiactivo es directamente proporcional alacantidad de
sustancia radiactiva presente.

d—A:—kA con k>0

dt
donde A es la cantidad desconocida de sustancia radioactiva presente en el instante t

3- “Latasa de cambio con respecto a tiempo de una poblacién P(t) con tasas de
natalidad y mortalidad constantes es, en muchos casos sencillos, proporcional a tamafio
delapoblacion” 2. Esto es:

ar _

p kP siendo k constante de proporcionalidad
t

Si nos detenemos en este gjempl o vemos que cadafuncion delaformaP(t)=C & es
una solucion de la ecuacion diferencial, ya que reemplazada en la ecuacién original
produce una identidad:

P'(t) = C ke" = k(C ") = kP(¢)

para todos los nimeros realest.

Aclaremosque, alin siendo conocido €l valor delaconstante k laecuacion diferencial
seguirateniendo un nimero infinito de soluciones de laforma especificada.

Después de haber desarrollado estos pequefios gjemplos vamos a poner en claro
algunos conceptos directamente relacionados alateoriadelas ecuaciones diferenciales.

- Siempre queun modelo matemédtico impliquelar azén decambioinstantaneade
unavariable respecto a otra es probabl e que aparezca una ecuacion diferencial.

- Las soluciones de una ecuacion diferencial son funciones

- Lasolucion no es Gnica, ya que habra tantas soluciones como constantes de
integracion; ahora bien, como obtener una Gnica solucion?: conociendo un punto
perteneciente alacurvasolucién, esto se conoce con €l nombre de problemascon
valor esiniciales(masade ante desarrollaremos con mayor precision este concepto)

Para continuar con €l estudio de lateméti canecesitamos ciertaterminol ogiacomadn.
Aclaramos en puntos anteriores que unaecuacion diferencial que sdlo implicaderivadas
ordinarias respecto de una sola variable independiente en una ecuacion diferencial
ordinaria (todos|os ejemplos mencionados son de estetipo). Unaecuacion diferencial

2. Edwards, Henry; Penney, David; Ecuaciones diferenciales; Ed. Addison Wesley (tercera edicion);
México; 2001; pag.3
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queimplicaderivadas parciales respecto de méas de una variable independiente es una
ecuacion diferencial en derivadaspar ciales, por gemplo:

Donde las variables x ey son independientesy u variable dependiente.
Por otraparte, algunas ecuaciones diferencialesincluyen derivadas de orden superior,
como por ejemplo:
d*y
dx?

+y=x?

Con esto definimos orden de una ecuacion diferencial como a mayor orden de
integracién o diferenciacion que aparece en dicha ecuacion.

En este articulo s6lo haremosreferenciaalas ecuaciones diferenciales ordinariasde
primer orden.

Soluciones de una ecuacion diferencial

Yahemos hablado sobre quéimplicaobtener lasolucién de unaecuacion diferencial,
ahora vamos a mencionar |os distintos tipos de soluciones que pueden existir:

- Solucion gener al, lamismase obtiene cal culando unaprimitivade dichaecuacion
diferencial, sin determinar el valor delaconstantedeintegracion, veamosun ejemplo:

Sealaecuacion diferencial:

v’ =x+1 lasolucion general de la misma esta dada por la siguiente familia de curvas integrales
2

y=;+x+CconC€9t

Es decir que, geométricamente encontrar la solucién general de una ecuacion
diferencial implicaencontrar unafamiliade curvasintegrales asociadas alasolucion.

En el g emplo empleado vemos que para los distintos valores de la constante C,
obtendremos unafamilia de parabolas cuyo vértice se desplazaraalo largo de larecta
vertical x=-1.

- Solucion particular: Unasolucién particular de unaecuacion diferencial esuna
solucién enlaqueno apar ecen constantesa deter minar, lamismase obtienefijando
condiciones iniciales que permiten la sustitucién de los parametros por valores
concretos. Geométricamente lamismaseinterpretacomo una cur vadeterminada dela
familia decurvasintegrales, obtenidas delasolucién general.

Si volvemosal gemplo anterior y fijamoscomo condiciéninicia y(-1)=1/2, estamos
establ eciendo unacondicion paraseleccionar delafamiliade curvasintegrales aquella
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que pasa por el punto P=(-1; 1/2); dicha condicion esta determinando €l punto P del
plano por €l cual deberapasar latnicaparaboladelafamiliaque satisfacelacondicién,
de ahi obtenemos |a solucion particular

¥2
=—+x+1
y 5 X

Lagréficadelafuncion cuadraticaanterior, obtenidacomo solucion particular pasa
por el punto P=(-1;1/2).

Veamos un gjemplo en el cua el rigor tedrico se pone de manifiesto.
Tomemoslaecuacion diferencial:

yx—-y=0

Al resolverla obtenemos como solucion general y=Cx con C rea. Si fijamos la
condicion inicial y(0)=0 vemosque 0=0.C, conlo cua cualquier valor deC satisfacela
condicioninicial.

Si ahorafijamosy(0)=2, obtenemos2=C.0, conlo cual ninglnvalor de C satisfacela
condicion.

A diferencia del giemplo anterior no es posible encontrar una solucion particular
para cualquier (x,y) perteneciente al plano. Este hecho esta relacionado con que la
funcién derivada primera, obtenidade la ecuacion diferencial original no esta definida
enx=0, veamos:

yx-y=0

’

y =% no esta definida en x =0

Conlo cual enunciaremos un teorema que especificauna condicién suficiente para
laexistenciay unidad delasolucion particular que cumplelacondicioninicial y(x )=y,

Teorema de existencia y unicidad de la soluciéon?
Dado el problemaconvalorinicial
dy
dx Sy x) =,
supongase que /v df/dy son funciones continuas en un rectangulo

R={(x,y)/a<x<b c¢< y<d }que contiene al punto (X,, »,). Entonces el problema con valor

inicial tiene una tnica solucion ¢(x) en algin intervalo x, — 2 <x <x, + h donde h > 0

3. Nagle. Saff. Snider; Ecuaciones diferenciales y problemas con valores de frontera; Ed. Addison
Wesley (tercera edicion); México; 2001; pag.13.
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Este teorema nos esta diciendo dos cosas:

& Cuando una ecuacion diferencial satisface |as hip6tesis del mismo, tenemosla
seguridad de que €l problemacon valor inicial tiene solucién

b- Cuando se satisfacen las hipotesis podemos asegurar que la solucion es Unica

Gré&ficamente €l teorema dice que existe una Unica curva solucion por e punto
(,,Y,)- Paraestaecuacion de primer orden no puede ocurrir que se crucen dos soluciones
en algun punto del recténgulo.

Solucién singular

La solucién singular es aquella que no puede obtenerse a partir de la solucion
general por determinacion de los parametros; veamos un € emplo:
Sealaecuacion diferencial:

y=xy"= (")
que tiene como solucion general y = Cx —C”

Vemos entonces que la solucion general esta dada por una familia de rectas de
pendiente Cy ordenadaal origen C2 Ahorabien, ¢esposible generar todas|as soluciones
de la ecuacion diferencial?, la respuesta es no ya que y=1/4 x? también satisface la
ecuacion dada, con o cual ésta tltimatambién es solucién de la ecuacién, en este caso
decimos que y=1/4 x? es solucién singular delaecuacion diferencial.
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Verificacion:
_ lx2. r_ lx
y 4" y 5

2
1 1
xy'—(y')z :x.zx_(ng =—x"=y

Hasta el momento hemos estudiado los diferentes tipos de soluciones de una
ecuacion diferencial, por otra parte, el teorema de existenciay unicidad estableci6 las
condiciones suficientes paralaexistenciay unicidad delasolucién particular dadauna
condicioninicial, sin embargo ningunareferencia hace respecto ala naturaleza delas
soluciones de una ecuacion diferencial. Es decir, nada nos dice sobre €l valor de la
solucién en cierto punto, o los interval os donde la solucién es creciente, o los puntos
donde lafuncion al canzaun maximo é minimo. Para contar con estainformacién seria
conveniente obtener una formula (representacion explicita) parala solucion de dicha
ecuacion®, sin embargo en la mayoria de los casos las soluciones de ecuaciones
diferenciales que describen fendmenos natural es son imposibles de conocer. En estos
casos es posible realizar un estudio del comportamiento de dichas soluciones
desconocidas desde dos enfoques:

1- Enfoque cualitativo, esto implicara construir € campo de direcciones de la

ecuaciondiferencial.

2- Enfoque cuantitativo, esto implica desarrollar un procedimiento numérico

destinado aconstruir aproximaciones alas soluciones de un problemacon val or
inicial (Método de Euler, Euler mejorado, Runge K utta, Taylor)

Nos ocuparemos del estudio del primer enfoque.

Para poder bosquejar €l campo de direcciones de una ecuacion diferencial vamosa
hacer algunas consideraciones generales:

Sealaecuacion diferencial de primer orden

% = (57

Donde la construccién del campo implicara pensar la ecuacién desde su sentido
geométrico: € valor def(x,y) determinalapendiente

m=y(x)=f(X,y) delarectatangente alagraficadelacurvasolucion en cada punto
(x,y) del plano, es decir nos proporcionaladireccién que debe tener una solucion.

Desarrollemos un gemplo parareforzar el concepto:

Sealaecuacion diferencial:

dy/dx=x+1

4. El lector podra encontrar el desarrollo de todos los métodos de resolucién de los distintos tipos de
ecuaciones diferenciales de primer orden en cuaquiera de los libros que figuran en la bibliografia de este articulo.
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Laprimerapreguntaseria ¢paraqué puntosdel plano (x,y) lasgraficasdelascurvas
integral es tienen recta tangente con pendiente m=0?
dy/dx=0 entoncesx+1=0, x=-1, esto implicaraque en todoslos puntosdelarectax=-1se
cumple que las pendientes de | as rectas tangentes ala familia de curvas solucion de la
ecuacion diferencial tienen pendiente m=0; diremos entonces que x=-1 esunaisoclina
correspondiente am=0.

Entonces en x=-1 trazamos pequefios segmentos que constituiran las rectas
tangentes alas gréficas de la curvaintegral.

Repetimosel procedimiento para:

m=1, conlo cua y=1, entoncesx=0 (isoclinaparam=1)
m=-1conlo cual y=-1, entoncesx=-2 (isoclinaparam=-1)
m=2, conlo cua y=-1, entoncesx=1 (isoclinaparam=2)

Si queremos unaexpresion generalizada de laisoclinatenemos:
y'=my = x+1=my = x=m,—lisoclina para x=m,—1

Obtenemos de estaformael siguiente gréafico:

A
y
-5
/ (1,2)
\ )
-3N2 -1 0 1y
m=-2 m=2
m=0
m=-1 m=1

El gréfico obtenido eslo que llamamos campo dedir ecciones, esdecir un bosquejo
con pequefios segmentos de recta en puntos (X;y)que tienen como proposito mostrar la
pendientes de |la rectas tangentes a las gréficas de la curva solucion en el punto
correspondiente, se puede ver claramente que el campo indica el flujo de soluciones,
facilitando el trazo de cual quier solucién particular.
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Entonces, ¢qué esunaisoclina?, “ unaisoclinaparaunaecuacion diferencial y=f(x,y)
es un conjunto de puntos del plano xy donde todas las soluciones tienen la misma
pendiente dy/dx; asi es unacurvade nivel paralafuncién f(x,y)”®

Veamosaotro g emplo, con el proposito deestudiar e comportamiento delas soluciones
apartir del campo de direcciones.

Sealaecuacion dy/dx = -2y

Empleando el mismo procedimiento que en el gemplo anterior, llegamosal siguiente
gréfico del campo de direcciones.

&

Si volvemosalos primeros g empl os propuestos podremos observar que laecuacion
anterior corresponde alade decaimiento radiactivo dondey hacereferenciaalacantidad
desconaocida de sustanciaradiactiva, y x smboliza el tiempo; analizando el campo de
direcciones podemos ver que el flujo de las soluciones indican que cuando X crece las
curvas solucion se acercan a semigje positivo de x, esto implica que alo largo del
tiempo el material radiactivo dela sustanciatiende adesaparecer.

Antes de ver una aplicacion vamos a presentar algunos otros €/ emplos de campos
dedirecciones.

Sean las siguientes ecuaciones:
dy/dx= x>y

5. Nagle. Saff. Snider; Ecuaciones diferenciales y problemas con valores de frontera; Ed. Addison
Wesley (tercera edicion); México; 2001; pag20
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dy/dx=-y/x
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Veamos ahora un ejempl o que nos permitirdestudiar un tipo especial de ecuaciones

diferenciaes denominadas autbnomas

Laecuacion logistica paralapoblacién p(en miles) de ciertaespecieen €l instantet

esta dada por:

dp/dt= p(p-2), siendo p un nimero positivo.

Si construimos su campo de direcciones obtenemos el siguiente grafico:

p (en miles)

-
A
1

— — — =/ /1 N N NN\ O
\\\\\\_/////"
\\\\\\"/////_

R 2 NN X!
\\\\\\"/////"
- — = = 7 7/ 1 N N N NN

\\\\\\_/////+2
||\\\\"/////_
TN NN

||\\\\_/////+1
||\\\\"/////_
||\\\\_/////"

< [ag] o — i

66



Del campo de direcciones podremos obtener muchainformaci én de esta poblacion.

Vemos quetodas|as curvas solucion (distintas de p(t)=0) tienden alarectahorizontal
p=2 cuando t—+o, es decir que reconocemos una asintota horizontal en p=2 ya que
lim __p(t)=2. Estoimplicaquetodas |as poblaciones mayores a 2000 decreceran poco
apoco, mientras que las inferiores a esta cantidad aumentaran. Ahora bien, el campo
indica que las poblaciones inferiores a 2000 aumentarén, pero lo haran hasta dicha
cantidad; y las superiores a 2000 decreceran hasta dicha cantidad, con esto diremos
que una poblacion de 3000 habitantes nunca podra decrecer hasta 500.

Con esto diremos que la solucion p=2 es una solucién de equilibrio ya que nos
aseguraquelapoblacion no se extinguirapero tampoco generara crecimiento desmedido.

Si observamos laecuacion diferencial del problema presentado

dp/dt= p(p-2), vemos que laderivada de lafuncion desconocida p=p(t) no depende
det, esdecir “€l patron de pendientes es €l mismo alo largo de cada recta vertical”®,
estaeslacaracteristicadiferencia delasecuacionesdifer encialesauténomas, enellas
y' es solo funcién de la variable dependiente; con lo cua si pensamos a t como €l
tiempo, podemos decir que las ecuaciones diferenciales autbnomas se gobiernan a si
mismas, ya que la derivada y esta controlada por una funcién que esta determinada
unicamente por € estado actual y no por algun factor externo que dependadel tiempo.

Lafigurasiguiente muestralacaracteristicaesencia delas ecuacionesdiferenciales
auténomas, sus soluciones pueden recorrerse con respecto a tiempo, ya que si y(t)
resuelve la ecuacion también lo hace y(t-t ).

Se puede observar también en el grafico |o que denominamos en el punto anterior
como soluciones de equilibrio o puntos de equilibrio o estabilidad de la ecuacién
diferencial, los mismos se identifican facilmente, ya que son aquellos (x,y) paralos
cuales lapendiente f se anula, asi observamos:

f(y)=F(y,)=F(y,)=0

Notemos ademés que |os comportamientos de |as soluciones de equilibrio no son
todos iguales:

- Veamos que cuando t—-+c las soluciones y(t) cercanas a punto de equilibrio

y,(t) son obligadas a tender ay, cuando t crece.

- Enloqueserefiereay,, vemosquecuaquier perturbacion algjaalasoluciondey,

- Con respecto a y, vemos que algunas soluciones son aejadas del punto de

equilibrio, mientras que otras son atraidas haciay.,.

De acuerdo a su comportamiento, los puntos de equilibrio se clasifican en estables
einestables, decimosentonces quey, esestable mientrasquey., y, soninestables; por
otra parte los puntos estables se conocen como pozos 0 embudos, mientras que los
inestables que repelen alas soluciones se denominan fuentes o expulsores, aquellos
gue no son pozos ni fuentes se denominan nodos.

6. Nagle. Saff. Snider; Ecuaciones diferenciales y problemas con valores de frontera; Ed. Addison
Wesley (tercera edicion); México; 2001; pag20
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Vemos entonces que ahora tiene més sentido hablar de p(t)=2 como una solucion
estable para d problema planteado, ya que como aclaramos, la poblacion de la especie
estudiadanuncapodrallegar ad canzar 102000 habitanteso agiin va or superior d mismo, con
lo cua paraesacantidad de habitanteslapoblacion quedarden equilibriocone medioambiente.

Ahora bien ¢de qué otra forma podremos hallar las soluciones de equilibrio para
este tipo de ecuaciones diferenciales, sin necesidad de resolverlas?

Dijimos que | os puntos establ es son aquellos paralos cualesy=0, con lo cual, para
el problemaanterior diremos:

p(p-2)=0

conlocual p=0v p=2

Unavez conseguidos, la clasificacion delos mismos se limitarda estudiar el signo
deladerivaday:, esto se muestraen lo que llamamos linea de fase para la ecuacion
diferencial. Los puntos grandesindican las solucionesde equilibrio y lasflechasentre
elloslossignosdeladerivadaaambosladosdel punto estable, esto permite clasificarlos
con muchafacilidad paraluego realizar unadescripcion cualitativade |os mismos.
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Antes de proponer |os Ultimos gjemplos vamos a proponer las definiciones para
cada uno de los puntos con los que hemos trabajado:

Sealaecuacion dy/dt =f(y)

“Un punto de equilibrio y* es estable o un pozo si f(y)>0
paray<y* y f(y)<0 paray>y* (paratoday suficientemente cercanaay*)"’

Paraunafuente diremos en formaandloga
Un punto de equilibrio y* esfuentesi f(y)<O0 paray<y* y f(y)>0 paray>y*

Modelos matematicos

Como dijimos en los comienzos de este articulo las ecuaciones diferenciales son
excel entes herrami entas mateméti cas para describir fenémenos natural es, es aqui donde
aparece €l concepto de modelo matematico y 1o definimos como unalista de variables
gue pretenden traducir una situacion dada, junto con una 0 mas ecuaciones que
relacionan dichas variables que son conocidas 0 se suponen validas. El andlisis
mateméti co consiste en lasol ucién dedichas ecuacionesy enlaaplicacion delosresultados
parainterpretar el interroganteinicial; conlo cual el proceso del modelado implica:

1- Formular €l problemaen términos matematicos

2 Andizar o bien, si esposible, resolver el problemamatemético resultante

3 Interpretar el resultado en el contexto en el que fue planteado.

Vamos aenumerar algunos model os conocidosy emplear el concepto de estabilidad
parala descripcion cualitativa de sus soluciones.

Modelos de poblacion
Suponemos p(t): nimero de individuos de una poblacién (humanos, insectos o
bacterias). Vamos a suponer dos posibles model os de poblacién

a- Contasas de natalidad y mortalidad constantes

Ecuacién decrecimientonatural
Seap(t) e nimero deindividuosen unapoblacion con tasasde natalidad y mortalidad
constantes By & (nacimientos 6 muertes por individuo por unidad de tiempo). Con lo

7. Nagle. Saff. Snider; Ecuaciones diferenciales y problemas con valores de frontera; Ed. Addison
Wesley (tercera edicion); México; 2001; pag26
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cual diremos que en unintervalo detiempo muy corto At ocurren Bp(t).At nacimientosy
op(t).At muertes, aproximadamente, de modo que:

Ap ~ (b-d)p(t)At

entonces

Ap
— =[im — =k
dt At—0 At p

donde k= -0

b- Con tasas de natalidad y mortalidad no necesariamente constantes

Ecuacion general delapoblacion

Presentaremos aqui un model o de pobl acién mas general donde ambastasas no son
necesariamente constantes. Vamosasuponer quelapoblacién cambiasolo por laocurrencia
de nacimientosy muertes (no existen emigracionesni inmigraciones), definimosentonces:
B(t): nimero de nacimientos por unidad de poblacién por unidad detiempo end ingante t
4(t): nimero de muertes por unidad de poblacion por unidad detiempo en el instantet.

De ahi que €l nimero de nacimientosy muertes que ocurren durante €l intervalo de
tiempo [t; t+At], estddado en formaaproximadapor:

Nacimientos: B(t).p(t).At muertes: 5(t).p(t).At

Por lo tanto el cambio Ap en la poblacion durante €l interval o citado esta dado por:

Ap= nacimientos- muertes= (t).p(t).At - 5(t).p(t).At

de modo que:

Ap _
A ~[B()-5@) Jp)

El error en esta aproximacion debera acercase a cero cuando At — 0, entonces,

a _ 5 _
=B -8).P

Veamos un gjemplo referido aunapoblacion particular.

Supongamos una poblacion de lagartos, que inicialmente tiene 100 lagartosy que
su tasa de mortalidad es 6=0. Si latasa de natalidad es = 0.0005 y por tanto aumenta
conforme o hace la poblacion, entonces la situacion puede describirse por medio de
estaecuacion diferencial con condicioninicial®:

dp

o = 0000557 p(0) =100

8. Ejercicio seleccionado de Edwards, Henry; Penney, David; Ecuaciones diferenciales; Ed. Addison
Wesley (tercera edicién); México; 2001; pag 76
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Conlocua a separar variables obtenemos:

[ L ap=T0.0005 dr
p

L _ 00005t +C
»

usando la condicion inicial C=-1/100

~ 2000
p(t)_—ZO—t

Vemos entonces que p—-+- cuando t—20, demodo que dentro de 20 afios se producira
una explosion demogréfica, este efecto se puede observar en la gréfica del campo de
direcciones, donde se confirma que la poblacion crece sin cota en un periodo finito.
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c- Poblaciones limitadas y ecuacion logistica

En agunas poblaciones es posible observar que la tasa de natalidad disminuye
conforme la poblacion aumenta, |as razones pueden ser diversas desde el incremento
en el refinamiento cientifico 6 cultural hastalalimitacién enlosrecursosaimenticios.

Supongamos entonces que la tasa de natalidad B es unafuncién lineal decreciente
en funcion al tamafio de la poblacion p, de modo que B= 3 —B,p donde los coeficientes
son constantes positivas; si latasade mortalidad 6=0, permanece constante, laecuacion
diferencial resultante es:
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P _g _g,_
dt_(BO Bp—-3yp

donde si llamamos a=B,-8, b=0p,

dp 2
—=ap-b
i p —bp

Si los coeficientes a 'y b son positivos la ecuacion anterior se llama ecuacion
logistica®. Parasimplificar laexpresion anterior [lamaremos:
k=b M=ab
Conlo cual laecuacion logistica queda escrita:
P _ ot - p)
dt
Si 0 < p < M la ecuacion puede resolverse por variables separables donde resulta :

p — A.ekMt
M-p
donde A= e Sustituimos t=0 y resulta A= p,/(M - p,)

con lo cual:
Mp,
p+(M—pye™

p(t) =

Si lapoblacion inicial satisface 0<p,<M entonces la ecuacion anterior demuestra
que p(t)<M paratodo t>0y también que;

Por | o tanto unaecuaci 6n que sati sface la ecuaci 6n | ogistica no tiene mucho que ver
con laecuacién de crecimiento natural, donde recordemoslapoblacién creciasin limite;
en unafuncion logistica existe unapoblacién limite M cuando t—eo. En algunos casos
aM selo conoce como capacidad de mantenimiento del entorno 6 ambiente, ya que
esta considerada como la poblacion maxima que el entorno puede soportar a largo
plazo; se puede observar dicho comportamiento en el gréfico

9. El modelos logistico para €l crecimiento de poblaciones fue desarrollado por primera vez por PF
Verhulst cerca de 1840
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Més aplicaciones de la ecuacion logistica

1- Situacion de ambiente limitado: Algunos ambientes pueden sostener una
poblacién de no méas de M individuos, con lo cual latasade crecimiento -6 es
proporcional aM-p (potencia de expansion), entonces B—6=k(M-p)

P _ 8 -8)p = kp(M -
5~ (B=0)p=kp(M - p)

Un gjemplo de esta situaci 6n eslapablacién de las moscas de frutaen un recipiente
cerrado
2- Situacion competitiva: Si la tasa de nacimiento B es constante, pero la de
mortalidad 6 es proporcional ap, de modo que d=op, entonces:

L -ap)p = kpM - )

Un gjemplo de esta situacion podria ser una poblacién canibal donde las muertes
resultan del encuentro fortuito entre individuos.

Estas constituyen algunas de las situaciones que ilustran la variedad de
circunstancias en las que la ecuacion logistica es un model o matemético satisfactorio.
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