


e Un poco de Historia

frb, ml)a
|

« [John Wallis, hijo del reverendo John Wallis
ministro en Ashford en 1602, nacio en 1617.
Se hizo famoso por su capacidad de descifrar
mensajes. En su libro Tract on Conic Sections
describe las curvas que se obtienen cortando
un cono con un plano.
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o La lemniscata

Bernoulli introdujo el concepto de la
lemniscata cuya ecuacion es (x2 + y?)
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Forma proyectiva

Y?Z+a,XYZ+a,YZ* =X’ +a,X°Z +a,XZ* +a,Z’
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Cambio de variables

Y?+a,XY+a,Y=X’+a,X*+a,X+a,
2 3 2
y"=Ax" +Bx" +Cx+D
2

vy’ =x°+ax+b

a, b, x, yeR,C,Q,GF(p")



Sk Definiciones

C Son los complejos de laformaz=x+jvy
Que son algebraicamente cerrados

‘R Son los numeros reales que no son
algebraicamente cerrados

Q son los racionales de la forma x/y done x e
y son enteros

GF(p") Es un cuerpo finito de g=p" elementos
donde p es un numero primo y n un entero
positivo mayor que 0



e+ Complejos

* Son pares ordenados (X,y) que se escriben
X+]y

La suma se define

(X1,Y1)H (X2, Y2)=(X1+X5,X4HY2)=X1 X5 (y 1 +Y5)
El producto se define
(X1,Y1) (X2,¥2)=(X1Xp-Y1Y2,X1Y2HXoY )=
X1X2-Y1Y2H)(X1Y21XoY4)

Neutro para la suma (0,0)

Neutro para el producto (1,0)

Ejemplo (0,1)(0,1)=(-1,0)



Ejemplo curva eliptica

} % 1 2 2
0,5 Oos,, 05 1 5 5

10



‘AMA‘AA
'YW
Aa

a
a
aa
a
AAAA““







SEe Estructura de grupo

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 (5 + 4) —I— 2
1 1 6 0 7 11 2 10 8 4 5 12 9 3 U )
—_
2 2 0 5 12 8 9 1 3 7 11 6 4 10 7
3 3 7 12 9 0 10 8 5 2 6 4 1 11 . J/
Y4
4 4 11 8 0 10 7 9 1 6 3 5 12 2 3
5 5 2 9 10 7 11 0 12 3 4 1 8 6
6 6 10 1 8 9 0 12 4 11 2 3 5 7
7 7 8 3 5 1 12 4 2 0 10 11 6 9
8 8 4 7 2 6 3 11 0 1 12 9 10 5 5 + (4 + 2)
9 9 5 11 6 3 4 2 10 12 8 0 7 1 o /
Y
10 10| 12 6 4 5 1 3 11 9 0 Z] 2 8 8
11 | 1 9 4 1 12 8 5 6 10 7 2 3 0 \ ~N ~/
12 | 12 3 10 11 2 6 7 9 5 1 8 0 4 3
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Ejemplo en GF(112)
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X Otro ejemplo en FG(210)

liptica y~
Yy 2+xy=y”3+6 en el cu

erpo GF (2~

10)
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— Las curvas elipticas en la
criptografia

Factorizacién de enteros. El método RSA de firma digital se basa
en la imposibilidad practica de descomponer en sus factores primos
numeros enteros muy grandes (de mas de 300 cifras)

Numeros congruentes. Un numero natural es llamado congruente
si es el area de un triangulo rectangulo cuyos lados son numeros
racionales.
Firma Digital. La estructura de grupo de los puntos de una curva
eliptica se emplea en reemplazo del método RSA para la firma
digital
El ultimo teorema de Fermat. Recientemente Wiles demostrd que
todas las curvas elipticas sobre los racionales Q (con una pequena
restriccion) estan vinculadas con las formas modulares. A partir de
este teorema se deduce que para un numero primo impar p=3 no
existe una curva eliptica sobre Q cuya ecuacion tenga la forma

y? =x(x+a)(x—b)
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e Uso en Firma Digital

* Supodngase que se dispone de un grupo G de orden #G.
El grupo que se emplea es el grupo definido sobre los
puntos de una curva eliptica. El principio se basa en lo
siguiente: Un usuario elige un e G que es su clave
privada y publica su clave publica que es B=a
conjuntamente G. Sea yeG el mensaje a transmitir. El
usuario 1 transmite 6 = yoc (multiplica el mensaje por su
clave privada). El usuario 2 recibe dicho mensaje o y lo
multiplica por la clave publica del usuario 1, obteniendo

o = (ya)o' = y(aa) =y1 =y
» Este sistema sera seguro en la medida en que no sea
posible conocer o a partir de B. Los protocolos que se
emplean son un poco mas complejos que el ejemplo
puesto.
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Ejemplo

i '/.,.

:\\__ A } C
. \

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1 6 0 7 11 2 10 8 4 5 12 9 3
2 2 0 5 12 8 9 1 3 7 11 6 4 10
3 3 7 12 9 0 10 8 5 2 6 4 1 11
4 4 11 8 0 10 7 9 1 6 3 5 12 2
5 5 2 9 10 7 11 0 12 3 4 1 8 6
6 6 10 1 8 9 0 12 4 11 2 3 5 7
7 7 8 3 5 1 12 4 2 0 10 11 6 9
8 8 4 7 2 6 3 11 0 1 12 9 10 5
9 9 5 11 6 3 4 2 10 12 8 0 7 1
1 1
0 0 12 6 4 5 1 3 11 9 0 7 2 8
1 1
1 1 9 4 1 12 8 5 6 10 7 2 3 0
1 1
2 2 3 10 11 2 6 7 9 5 1 8 0 4

*Alicia tiene clave privada 3. Su
clave publica es 4 que es el
inverso de 3 y quiere mandar el
mensaje 9 a Roberto. Multiplica 3
por nueve y manda 6 a Roberto.
*Roberto recibe el 6 y sabe que la
clave publica de Alicia es 4.
Multiplica 6 por 4 y obtiene 9 que

es el mensaje enviado por Alicia

El sistema es seguro siempre y cuando no sea posible
calcular la clave privada a partir de la clave publica




ECDSA: Elliptic Curve Digital
Signature Algorithm

e Parametros de dominio

Un cuerpo de orden q (ya sea q=p o q=2")

Un descriptor que defina la forma de
representar los elementos del cuerpo F,,.

Dos elementos a,BeF, que definen la
ecuacion de la curva E sobre F,

Los valores xg,ygeF, que definen el
elemento generador %E(XG,yG)eE(Fq).

El orden n del punto G con n > 2180y
El cofactor h = #E(F,)/n.

19



{ | f Algunos datos

La curva eliptica E debe ser “aceptable’
definida sobre el cuerpo GF(q) de
caracteristica p y un elemento generador
PcE(GF(q)). Si g=2" n >160 =

2160~1461500000000000000000000000000000000000000000000

Para obtener mas detalles consultar IEEE
P1363. Standard specifications for public-
key cryptography, Septiembre 1998

20



e Protocolo

 Generacion del par de llaves

La llaves de una entidad A asociadas con el
dominio D=(q,a,b,G,n,h) se realiza de la
siguiente manera:

— Se selecciona un entero random (o seudo
random) d tal que .1<d <n-1

— Se calcula Q=[d]G

— Q es la clave publica de Ay d de su clave
privada

21



F Firma

Para firmar un mensaje m, una entidad con parametros
de dominio D=(q,a,b,G,n,h) y con el par de claves
(d,Q) procede de la siguiente manera:

1. Genera un numero random (o seudo random) k tal que

1< k<n-1.

Calcula [kK]G=(x,,Y+)

Calcula r=x, mod n. Si r es nulo sigue con el paso 1

Calcula k' mod n.

Crea e que es el compendio del documento m

Calcula s = k''(e+dr) mod n. Si s es nulo sigue con el paso 1.

N O O NCE

La firma de A para el mensaje m es (r,s)

22



l Verificacion de la Firma

Para verificar la firma (r,s) de m calculada por A, B
debe obtener una copia autenticada de los parametros
de dominio D=(q,a,b,G,n,h) y de la clave publica Q.
El proceso es el siguiente:

Verifica que 1<r<n-1 y 1<s<n-1

Calcula e como el compendio del mensaje m
Calcula w = s mod n.

Calcula u'=ew mod n y u? = rw mod n
Calcula X = [u,]G +[u,]Q

Si X=0 rechaza la firma

Calcula v=x; mod n donde X=X(x,,y,)
Acepta la firma si y solo si v=r

N O O SO
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Demostracion

El simbolo = indica que las operaciones son modulo n

k=s-1(e+dr) Por que el que genero la firma calcul6 s=k-1(e+dr)
=s-le+s-1dr Propiedad distributiva

= we+wdr Porque asi se definié w

= u,+u,d Porque asi se definié

k =u,+u,d

X=[u,]G+[u,]Q

X=[u,]G+[u,][d]G

Porque la clave publica Q=[k]G

X=[u,+u,d]G

[k]G

24




n=pn

" (log(nlog(2))*
B ~ 4,91

~ Comparacion RSA, CE

Curvas Elipticas

500
450
400
350
300
250
200
150
100
50
0

Relacion entre la longitud de clave requerida
para igual nivel de seguridad entre algoritmos

convencionales y curvas elipticas

/

/

/

v

/

0

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000

Convencional
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Conjuntos y Relaciones
Semigrupos

Grupos

Anillos

Cuerpos
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=i Conjuntos y Relaciones

Los conjuntos se representaran con letras mayusculas ya sea por
una propiedad que los elementos deben satisfacer (conjunto de los
numeros pares) o por enumeracion de los elementos que lo
constituyen (A={1,2,5,7}). Para indicar que el elemento a pertenece
al conjunto A se empleara la notacion a €A.

Dado los conjuntos A y B se definira el conjunto AxB al conjunto de
todos los pares ordenados del tipo (o,3) donde a €A 3 €B. Por
ejemplo si A={a,b,c} y B={1,2} seria

AxB={(a,1),(b,1),(c,1), (a,2),(b,2),(c,2)
Una relacion R entre Ay B es RcAxB (Un subconjunto del producto
cartesiano de A por B)

Se definen dos operaciones fundamentales que son la union y la
interseccion

27



M Su bg rupos

« Dado un conjunto S y una operacion (+)
entre los elementos de S que satisfaga las
siguientes propiedades
—$,,5,€S luego s,+s,eS (Cerrada)

— Existe eeS tal que para todo seS s+e=s
(Existencia del elemento neutro)

— Si 54,S,,8; €S luego (s4+S,)+,5;=S,+(S,+S;)
(asociatividad)

28



' Ejemplo

Los enteros con respecto al producto

Sea X, ={o, 5, .., 5,} un conjunto llamado alfabeto cuyos elementos
se llamaran letras. Lamaremos X*  al conjunto de todas las
secuencias (palabras) que se pueden formar con las letras del
alfabeto mas la secuencia nula (A) que es la secuencia que no tiene
niugun caracter. Por ejemplo si n=4, un elemento de X*, seria ¢, o,
G203

Definamos la operacion de concatenacion de la siguiente manera:
dadas dos palabras, a y b, la concatenacion de ambas es una
nueva palabra que se obtiene poniendo los caracteres de b a
continuacion de los de a. Refiriendonos al ejemplo anterior si a=c,
G,0,05Y b =050, luego ab=, 6, 6,0;050,

El elemento unidad es A, ya que concatenar a cualquier palabra una
palabra sin letras no la altera, es decir que a A= Aa=a

29



{1 Grupos

« Un grupo es un subgrupo que tiene ademas de
las propiedades enunciadas la siguiente
propiedad: para todo elemento ge G existe un
elemento h tal que gh=e (existencia del
inverso). Generalmente h se lo denota como g1

* Ejemplo los enteros con respecto a la suma, los
racionales con respecto a la suma y al producto,
los reales con respecto a la suma y al producto

30



* Un anillo es un conjunto S con dos operaciones
+ y x tal que;
— €S un grupo con respecto a la suma

— los elementos de S sin el elemento neutro de la suma
forman subgrupo grupo respecto al producto

— |la suma es distributiva con respecto al producto

* Al grupo con respecto a la suma se lo llama
grupo aditivo y al grupo con respecto al
producto de lo llama grupo multiplicativo

31
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S el -,

SES Ejemplos de anillo

* Los enteros con respecto ala sumay el
producto. La inversa multiplicativa no esta
definida ya que el cociente entre dos

enteros puede no existir
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S Polinomios

Sea un anillo S y sean a,eS elementos del
anillo. Un polinomio de la indeterminada X es
un objeto de la forma

P(X)=0p+ o X+ a,X%+....+ o X"

Suma Si p(X)=ayt+ a X+ a,X%+....+ o X"y
q(X)= Bot P X+ PXot....+ B XN
P(X)+q(x)=(aptPgyt(agtPo)X+...+(a,+ Br)XT
Producto

33



Polinomios

Producto

P(X)=iocjxj y Q(X)=iBjxj luego

n{ n

P(X)Q(X) = ZOL X Zka = Zza B x"x! = Ziajﬁkxkﬂ

j=0 k=0 j=0 k=0
Ejemplo
(2 + 3x + 2x?)(1 + x) =
2+ 33X+ 2Xx2+ 2x + 3x2 + 2x3 =

2 + Bx + 5x2 + 2x3

34



{ | l ‘ Polinomios

* Los polinomios forman un anillo
— La suma y producto son cerradas
— La suma forma grupo

— El producto forma un subgrupo (La operacion
inversa no esta definida)

— Suma es distributiva con respecto al producto

35



{1 Cuerpos

* Un cuerpo es un anillo que forma grupo
multiplicativo

« Como ejemplo

— Los racionales con respecto al la suma y el
producto

— Los reales con respecto al la suma y el
producto

— Los complejos con respecto al la suma y el
producto

36



e Cuerpos finitos

Los ejemplos anteriores se refieren a cuerpos con una
infinita cantidad de elementos. Existen cuerpos que
tienen una cantidad finita de elementos

Sea p un numero primo

Sea GF el conjunto de numeros naturales menores que

P
Si a,beGF la suma sera el resto de dividir a+b por p

Si a,beGF el producto sera el resto de dividir a*b por p

El cuerpo se denota GF(p)
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Tabla de la suma

Ejemplo FG(7)

Tabla del producto

0 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6 1 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 0 2 2 4 6 1 3 5
2 2 3 4 5 6 0 1 3 3 6 2 5 1 4
3 3 4 5 6 0 1 2 4 4 1 5 2 6 3
4 4 5 6 0 1 2 3 5 5 3 1 6 4 2
5 5 6 0 1 2 3 4 6 6 5 4 3 2 1
6 6 0 1 2 3 4 5

1+1+1+1+1+1+1=0

7  veces
4*3+2)=4%3+4*2=5+1=6 4*5=6

3x +2y =6
5x + 6y =4
3 2
=3%6-5%*2=4-3=4+4=1
5 6
6 2
4
X = 16=6*6—4*2=1—1=0
3 6
5 4
y = =3*%*4-6*5=5-2=5+5=3

1
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{l Mas cuerpos finitos

* Sea el conjunto de objetos de la forma
(X,y) donde Xx,ye‘R

* Sean las operaciones
— (X1,Y1) (X0, Y2)= (X1 X5,y 1Y)
— (X4,Y1) (X2,Y2)=(X1 ™%X = Y4 7Y0 , X47Yo + X57Y4)

» Otra representacion x + jy j°= -

39



e Otra forma

Sean los polinomios de la forma X2 + 1
En los reales este polinomio no tiene solucion

Sea el anillo de los polinomios de grado 1 de la
formaaX +b a,beR

Sea la suma

(@4 X+b,)*(a,X+b,)=(a,+a,)X+(b+b,)

Sea el producto

(21X+D4)" (@, X+b;)=a,a,X,+(a,by+ay04)X+b4b,

40



S Dividido por X2+1

a,a,X?*+(a,b,+a,b,)X+b,b, ‘ X2+1

(a,by*a,b)X + b,b,- a4a,

El polinomio que queda es
(a;by+asb,)X + b,b,- a;a,

Por lo tanto en la clase residual x2+1 sera
(a;X+b,)*(a,X+b,)=(a,b,+a,b,)X + b,b,- a,a,

41
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{l Cuerpos de Galois GF(p")

* Se busca un polinomio irreducible (que no
tenga solucion de orden n)

* Para todos los polinomios de orden
iInferior a n se definen las operaciones
— Suma como la suma de polinomios

— Producto como el resto de dividir por el
polinomio irreducible el producto de los dos
polinomios

43



- Ejomplo

« Sea en base 2 €l
polinomio x3+x+1 que es
irreducible ( si x=0 da 1
ysix=1da1)

e Sean los polinomios
identificados por su valor
binario

0

1

X

xX+1

X2

X2+1

X2+X

N O O b~ WOINI—~O

X2+X+1
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Tablas de Operaciones

1
0

2|3

0132

6(7(4]|5

0(7|6|5(4

2(3|4|5|6|7

2(3|4|5|6|7

1
1

0(3|2|5(4|7|6

0
0
1

0
1

212|130 (1

31321

414|5|6|7(0]1

515|4|7|6(1

616|7|14|5|2|3(0

717|6|5|4(3[|2](1

0

Caracteristica del cuerpo 2

(x +y)?

Observaciones 1 + 1
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= Espacios vectoriales en
=K GF(2")

« Bases normales
— (o#B)’= a2+ 20 + 2= o+ B? ya que
20 =oaf+taf=af(1+1)=ap0=0
« Se puede demostrar por induccion completa que para
o GF(2")

2
2
[Z“i) =20,
j=1 j=1
Base Normala e GF(2n)

20 22 2n—1
(al al a ,....,al )

0 1 2n—1

_ 2 2
3= v,a” + v,a® +.. +Vv__0

0 1 2 n—1

2 2 2 2 2
3 =v__,0° +v,a° +v,0° +..+V 0
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Base Polinomio x3

Ejemplo

Sea el polinomio 12 x3+x2

En la base normal es 0100. Luego su
cuadrado sera 0010 que corresponde al
polinomio 15.

(x3+x2)?=x5+x* El resto de dividir porel
polinomio irreducible x*+x+1 da

x6 . x4 x4+x+1

X6 x3 X2 X2+1

8 12 15 10 N°
0 0 0 0 0
1 0 0 0 8
0 1 0 0 12
1 1 0 0 4
0 0 1 0 15
1 0 1 0 7
0 1 1 0 3
1 1 1 0 11
0 0 0 1 10
1 0 0 1 2
0 1 0 1 6
1 1 0 1 14
0 0 1 1 5
1 0 1 1 13
0 1 1 1 9
1 1 1 1 1

x4 x3 x 1

x3 x2 x 1

47



\ Ejemplo

Calcular a=(x3+x2+1)%34° que en la base normal es 1011

13 10 7 0 13 10 7 0
(19345 _ OLZ +2 " +2"+2 _ OLZ OLZ OLZ 0(,2
Rotar 13 veces a la derecha es decir 1 1101 =14
Rotar 10 veces a la derecha es decir 2 1110 = 11
Rotar 7 veces a la derecha es decir 3 0111=9
Rotar O ves a la derecha 1011 =13

Luego (x3+x2+1)9345=14*11*9%13=1

48



{l ' Funciones Elipticas

« Para cuerpos de caracteristica >3
— f(X,Y)=Y2- X3- AX - B A,BeK
— f(X,Y,2)=Y2Z - X3- AXZ?-BZ3 ABeK
— Tres raices diferentes

OF(X,Y,Z) 0. F(X,Y,Z) o
oX oY

OF(X,Y,Z) o
oZ.

9

» Para cuerpos de caracteristica = 2
— Y2+ XY=X3+AX2+B A,BeK
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{ | l ‘ Polinomios

* Expresiones formales del tipo

-1 -
—a X"+a X"+ ...+, ael Og<k

* | puede ser otro idel como el de los
polinomios definidos sobre un Ideal K

* Ejemplo
— (Y2+3)X3+(y3+2Y+4) X2+ XY +3

50



- Polinomios sobre las
funciones elipticas

PR
( 1
\
Lo g A

« Dado f(x,y) para los pares de valores de un
funcion eliptica

— Cada apariciéon de un término con y* k>1 puede
reemplazarse por y?=x3+Ax+B
— Todo polinomio f(x,y) puede expresarse como
* f(x,y)=v(x) + yw(x)
« Xy + x%y? + x3 se reduce a
¢ x2(x3 + Ax + B) + x3 + xy = x>+(A+1)x3+B+yx

— Conjugado  f(x,y)=x(x) — y w(x)
— Norma f f =(v+yw)(v-yw)=v2-y2w2= v2-sw2 donde
s=x3+Ax+B. La Norma solo depende de x
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0,001xy?+0,001x2y+0,5xy+0,8+0,8

y2-x3+43x-42




;l;\“\"‘\““ Funciones Racionales

* r(x,y)=f(x,y)a(x,y) es
una relacion de
equivalencia f/g=h/k

sii fk=gh

f(x,y) _f(x,y)*g(x,y)
g(x,y) g(x,y)*g(x,y)

=r(X) + yt(x)

Donde r y t son funciones racionales de x
solamente
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Ejemplo
Sea la funcion racional

x+y (x+y)(x\21+1—yx) :
X’ +1+yx (x2+1+yx)(xz+1—yx)

N x4+ T2+ Tx N 1

y
x5+ x+T7x® —4x% +1 x5+ x+7x® —4x% +1

sobre la curva eliptica y?=x3-7x+6
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‘-"/:-4 = -“‘%

Ejemplo(x+y)/(x?+1+yXx)

[

s

~N/

X

\l |
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La estructura de grupo

P+Q+R=0 R+T=0
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Algunas Ecuaciones para
cuerpos con caracteristica
mayor que 3
1. -P(x,y)=P(x,-y)

2. P(X1,y1)+Q(X2,y2)=R(X,y) con X;#X,

2
Y27 Yy M_X2Y1_X1Y2 X=m" —X; —X,

m

3. Los puntos son iguales

m_[3]xf+a _—xf’+ax1+[2]x x=m?-x, - X,
T By y =—u—mx

i [2])’1
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Para cuerpos con
caracteristica 2.
yZ+Xy=x3+ax%+b

P(x,y)

X1#X5

P(x4,y1)+P(x2,y,)=Q(x3,y3)

X1=X,

[2]P(x4,y4)=Q(X3,Y3)

X, + X,

+
m = Y2 T Y4 _ XaY¥4 +X4Y,

X, + X,

m

2
=)’1""‘1 2

X4

H= Xy

-P(x,y)=P(x,x+y)

Qx,y) = Q(m2+ m +a, [+ (m+1)x)
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Continuacion

Grupo eliptico

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
1 1 0 10 11 6 7 4 5 9 8 2 3 17 16 20 21 13 12 23 22 14 15 19 18
2 2 10 11 0 9 4 8 6 5 7 3 1 22 14 18 12 20 19 16 15 23 17 21 13
3 3 1 0 10 5 8 7 9 6 4 1 2 15 23 13 19 18 21 14 17 16 22 12 20
4 4 6 9 5 2 0 10 1 3 1 8 7 20 17 19 16 12 14 15 18 22 13 23 21
5 5 7 4 8 0 3 1 11 10 2 6 9 16 21 17 18 15 13 19 14 12 23 20 22
6 6 4 8 7 10 1 2 0 1 3 9 5 14 12 22 13 17 20 21 23 19 16 18 15
7 7 5 6 9 1 1 0 3 2 10 4 8 13 15 12 23 21 16 22 20 17 18 14 19
8 8 9 5 6 3 10 1 2 1 0 7 4 18 22 21 14 19 23 17 13 15 20 16 12
9 9 8 7 4 11 2 3 10 0 1 5 6 23 19 15 20 22 18 12 16 21 14 13 17
10 10 2 3 1 8 6 9 4 7 5 11 0 19 20 23 17 14 22 13 21 18 12 15 16
11 11 3 1 2 7 9 5 8 4 6 0 10 21 18 16 22 23 15 20 12 13 19 17 14
12 12 17 22 15 20 16 14 13 18 23 19 21 6 0 2 7 1 4 11 9 10 5 8 3
13 13 16 14 23 17 21 12 15 22 19 20 18 0 7 6 3 5 1 8 10 4 1 2 9
14 14 20 18 13 19 17 22 12 21 15 23 16 2 6 8 0 4 10 5 3 9 1 11 7
15 15 21 12 19 16 18 13 23 14 20 17 22 7 3 0 9 11 5 2 4 1 8 6 10
16 16 13 20 18 12 15 17 21 19 22 14 23 1 5 4 11 7 0 9 2 6 3 10 8
17 17 12 19 21 14 13 20 16 23 18 22 15 4 1 10 5 0 6 3 8 2 7 9 11
18 18 23 16 14 15 19 21 22 17 12 13 20 11 8 5 2 9 3 4 0 7 10 1 6
19 19 22 15 17 18 14 23 20 13 16 21 12 9 10 3 4 2 8 0 5 11 6 7 1
20 20 14 23 16 22 12 19 17 15 21 18 13 10 4 9 1 6 2 7 11 8 0 3 5
21 21 15 17 22 13 23 16 18 20 14 12 19 5 1 1 8 3 7 10 6 0 9 4 2
22 22 19 21 12 23 20 18 14 16 13 15 17 8 2 11 6 10 9 1 7 3 4 5 0
23 23 18 13 20 21 22 15 19 12 17 16 14 3 9 7 10 8 11 6 1 5 2 0 4







Generacion con =13

[n]a

0

13

7

15

3

23

9

19

10

QI |IN OO |A~|WIN| = (O |35

20

-
(=

4

-—
-_—

17

-
N

1

n [n]a
13 16
14 5
15 21
16 11
17 18
18 8
19 22
20 2
21 14
22 6
23 12
24 0
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{ =< ¢, Y qué sigue?

* Funciones super elipticas de genero g
—y? + h(x) y = f(x) enK(x,y)

— h(x)eK[x] es un polinomio de grado g a lo
sSuUmMo

— f(x)eK[x] es un polinomio de grado 2g+1
—Kesuncuerpoy K su clausura transitiva
— Ejemplo

* y2=x°- 5x3 + 4x
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Toros

B
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