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Resumen

El Espacios de Versiones Y sU Algoritmo de Eliminacion de Candidatos son una solucion conocida a problema del
aprendizaje de clasificadores por induccion de gran importancia tedrica que en la practica se ve restringida por su
intolerancia al ruido en &l entrenamiento y un crecimiento combinatorio en la cantidad de datos almacenados.
MasterMind es un juego de informacion perfecta pero incompleta que no permiten la aplicacion directa de dicho
algoritmo. En este articulo se muestrala aplicacion de las técnicas de manegjo de ruido de Norton 'y Hirsh en un
algoritmo basado en Espacios de Versiones capaz de jugar al Master Mind con destrezay se miden los ahorros en la
memoria consumida producto de la deteccion temprana de contradicciones. También se anadliza € efecto de una
posterior representacion de conceptos disefiada ala medida en € consumo de memoriay en la estrategia de juego.
Palabras claves: Aprendizaje de clasificadores, espacios de version, master mind, representacion de conceptos,
LISP.

Abstract

The Version Space and its Candidate Elimination algorithm are a well known solution to the problem of inductive
classifier learning. Of great theoretical importance, in practice it is limited by its intolerance to noisy training
examples and a combinatorial growth in the amount of stored data. Mastermind is a game of perfect but incomplete
information that does not alow the direct application of the aforementioned algorithm. This article shows the
application of the noise handling techniques of Norton and Hirsh on a version space based algorithm capable of
playing Master Mind skillfully and measures the memory savings obtained by the early detection of contradictions.
It also discusses the effect of a subsequent specifically tailored representation of concepts on memory consumption
and game strategy.

Key words: classifiers learning, version spaces, mastermind, concept representation, L1SP.

1. Los Espacios De Versiones

El aprendizaje de conceptos usando Espacios de Versiones y e Algoritmo de Eliminacién de Candidatos es un
método simbdlico que busca escoger entre un conjunto potencialmente grande de clasificadores candidatos a aquel
cuyos resultados concuerden con los de una serie de casos conocidos llamados ejemplos [5]. Todos los clasificadores
son bulianos por 1o que solo son capaces de evauar si un caso cumple 0 no con una propiedad o caracteristica. Un
espacio de versiones €S un conjunto de conceptos expresados en un lenguaje L que son consistentes con todos los
giemplos de entrenamiento observados hasta un momento dado, es decir, con un subconjunto de los gemplos
disponibles. Los gjemplos de entrenamiento constan de un caso particular a que se le asocia un valor buliano y
juntos deben ser transformables en un concepto que se pueda expresar en el leguagje L. Se puede definir asi a espacio
de versiones EV como una funcion de los gemplos analizados J dejando implicito e lengugje L: EV(J) es d
conjunto més grande posible de conceptos expresados en un lenguaje L consistente con todos los gemplos del
conjunto J. Si & conjunto J es inconsistente EV(J) serd vacio y en este casd se dird que € espacio de versiones
colapso.

El Algoritmo de Eliminacion de Candidatos calcula EV(J) para un conjunto o secuencia de giemplos J partiendo
desde un espacio de versiones inicial EV, que contiene a todos los conceptos posibles en L. El agoritmo guarda
cierta similitud con la busqueda de raices en funciones continuas por € método de la biseccion. Para el Algoritmo de
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Eliminacion de Candidatos € espacio de versiones se define completamente mediante dos conjuntos extremos de
conceptos. € conjunto de los conceptos més generales y € conjunto de conceptos més especificos, ambos
consistentes con los gemplos observados por 1o que a su vez son subconjuntos del espacio de versiones a que
representan; esto implica que se debe poder establecer un orden a menos parcia entre los conceptos formando un
espacio de conceptos. Se define € orden “<” sobre & conjunto de conceptos de forma que para dos elementos

cualesquierac; y ¢, de este conjunto se tengaque ¢; < ¢, Solo s ¢; €s més especifico o igual ac, S Gy aE son los

conjuntos de conceptos respectivamente més generales y mas especificos consistentes con los jemplos observados,
se debe cumplir siempre que:

(cT EV)U ($c,1 ET EV)($c,1 GI EV)(c,=c=c,)
Con € Algoritmo de Eliminacion de Candidatos cada eemplo positivo generaliza a £ y cada ejemplo negativo
especidliza a G; € resultado es que los dos conjuntos se acercan descartando buena parte de los conceptos
candidatos hasta que, de contarse con gjemplos suficientes, ambos convergen en un Unico concepto 6 hasta que EV
se hace vacid, o lo que esigud, colapsa.

1.2 El Lenguaje de las Conjunciones de Literales Positivos Representado Como N-Tuplas

No todos los lenguajes formales son aptos para ser usados con € Algoritmo de Eliminacion de Candidatos, en
particular los lengugjes que incluyen disyunciones no admiten una directa generalizacion minima de los conceptos
més especificos que los acerque a los conceptos més generaes [1]. Los lenguajes de conjunciones de literales
positivos Sl permiten formular conceptos féciles de generalizar o especiadizar minimay convergentemente y por esta
razén son los més empleados en los libros introductorios tocantes a tema [4]. También es una costumbre difundida
el emplear solo conceptos positivos, es decir aguellos que a evaluarse positivos con un caso lo clasifican como
positivo. Es habitual decir que un concepto acepta o cubre un caso cuando lo clasifica positivamente y que lo
rechaza o no o cubre en caso contrario.

Las conjunciones de literales positivos se puede visualizar como una n-tupla siendo n €l nimero de categorias o
caracteristicas de los objetos a clasificar y cada literal un valor posible que aparecera en la tupla solo en la posicion
que corresponde a su categoria [9]. Se pueden definir las dimensiones D; como € conjunto de valores o literales de
laranura i sinincluir los valores especiales “*” y “?”."*" se interpreta como "todos los valores' y “?” como "vaor
indeterminado”. Cada D; agrupa literales de una misma categoria que ocupan la misma posicion en las distintas
tlplas de jemplos y conceptos. Un concepto ¢ pertenecera a leguaje de las n-tuplas L si ¢= (x;, x5, ... ,x,) U' il N
(1£i€n) b ((x1 DE{* ?})U(*?1 D,)) con n & nimero de caracteristicas o categorias distintas que se requieran. Se
asume que ¢ es un concepto positivo. En L los valores de los conjuntos limites iniciales se definen como G, =
{((*,**,*), verdadero)} y E, ={((?,?,2,?), verdadero)} que corresponden a espacio de versionesinicial EV, € cual
no ha recibido ningiin jemplo de entrenamiento. Definir a E, asi evita tener que iniciar con un gjemplo positivo sin
afectar |a capacidad de aprendizaje.

2. Espacios de Versiones a prueba de ruido, incoherencias e informacion incompleta

Diferentes enfoques han sido propuestos para darle a Algoritmo de Eliminacién de Candidatos tolerancia a ruido.
El ruido produce inconsistencias que generamente llevan a una convergencia tempranay a un posterior colapso, 6 a
un concepto errado. Mitchel propuso llevar una gran lista de todos lo espacios de versiones antes y después de cada
actualizacion para todos los posibles conjuntos de entrenamiento que incluyesen a lo sumo a los gemplos
considerados hasta e momento. Una alternativa més simple y efectiva fue propuesta por Norton'y Hish siempre que
se pueda modelar € ruido presente en los gemplos de entrenamiento de la forma que se explicard enseguida [6].
Este método presenta un crecimiento exponencial pero usualmente menor a del método de Mitchel. Adicionalmente
las pruebas empiricas sugieren que muchas de las hipétesis invalidas tardan poco en ser eliminadas por colapsos de
sus espacios reduciendo notoriamente dicho crecimiento.

2.1 Generacion de multiples Espacios de Versiones

Para cada glemplo observado o se puede asumir que existen uno o mas gjemplos redes e, e, ..., e, ki N que
pudieron ser transformados en o tras ser afectados por €l ruido cada uno con una probabilidad P(ole;)>0 para 1£i£k,
il Ny k e nimero méximo de alternativas o hipotesis a considerar. Para cada hiptesis se necesitara un espacio de
versiones probabilistico propio gque es un espacio de versiones normal con una probabilidad asociada p y que sera
denotado como EVP. Al conjunto de todos los espacios de versiones probabilisticos que cubren las distintas
hipétesis o ejemplos reales posibles se le llamard CEVP.

Extendiendo el efecto del ruido desde los g emplos individuales, un conjunto de gjemplos redes J,,={e;, e, ... } S
podria transformar por efectos del ruido en un conjunto de ejemplos observados X={o;, 0,, ... }. [6] utilizan
secuencias en lugar de conjuntos por que si bien € orden de los gemplos es indiferente para € Algoritmo de
Eliminacion de Candidatos, es més fécil establecer en las primeras la relacion entre cada uno de los gemplos reales
el S, y los observados oil O haciendo que la secuencia red S,,=(e,;, en2, ... ) Se relacione con la secuencia
observada O=(0,, 0,, ... ) solo si cadagjemplo real ¢,,; y su correspondiente observacion o; cumplen que P(o;le,;) > O.
Ademas la naturaleza secuencial de los agoritmos de computadora hace que los gjemplos se procesen uno ala vez
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en un orden determinado aunque quizés carente de significado. Téngase en cuenta que es muy posible que la
secuencia O cumpla esta correspondencia con varias secuencias reales distintas S;, S5, ... .

[6] emplean la estrategia Bayesiana de mdximo a posteriori para elegir e megor concepto ¢; entre todos los
conceptos posibles del CEVP. Segulin este enfogque el mejor concepto es aguel con mayor probabilidad de ocurrencia
dada |a secuencia observada O denotada por P(c;|O); hay que tener en cuenta que no se conoce la secuenciareal con
certeza y por ello se mencionaa O y no a S. Podria presentarse més de un concepto con probabilidad méxima. [6]
hacen los siguientes supuestos para facilitar € calculo de este valor: @ Se conoce un modelo del ruido que
proporciona la probabilidad P(o;le,;). b) Todos los conceptos expresados en e lenguaje L tienen una misma
probabilidad apriori: " ¢1 L " cﬁ L (P(c;) = P(c;)). C)El concepto a aprender es deterministico y por lo tanto
consistente con los ejemplos de entrenamiento reales, por lo que si e concepto ¢l L no es congruente con todos los
gemplos reales de la secuencia S se debe tener que P(c|S) = 0y viceversa

Definase la funcion EV(S) como aguella que retorna el conjunto més grande de conceptos en L consistente con la
secuencia de giemplos S, tal como habia hecho ya anteriormente, y que se puede calcular con e Algoritmo de
Eliminacion de Candidatos; entonces se cumple que [6]:

P(c,|0)p @ P(OIS))

¢l EV(S;)
Es posible definir e conjunto de espacios que cubren las diferentes secuencias reales probable o hipétesis
compatibles con |o observado como una funcién de la secuencia observada:
CEVP(0) ={ EVP(S) = (P(OIS), EV(S)) : EV(S)i EV, UP(O}S)) > O}
Para calcular e valor proporciona a la probabilidad de un concepto ¢; o pseudo-probabilidad solo es necesario
considerar las secuencias S; que posiblemente transmutaron en O y que generan ademas espacios de versiones que
contienen a dicho concepto. Se puede aprovechar la naturaleza incremental del Algoritmo de Eliminacion de
Candidatos y redlizar €l proceso con cada ejemplo observado uno por uno, con lo que se tendra que considerar los
varios giemplos reales que potencialmente generaron cada observacion, dando asi a lugar a un nimero total de
hipGtesis en CEVP(O) igua a nimero de gjemplos redes para el gemplo observado en curso multiplicado con €
ndmero de hipotesis acumuladas previamente. El proceso incremental cumple con las siguientes ecuaci ones:
EV((eﬂ, €2y wuv s €jky ej(k+1))) = EV((eﬂ, €2y un ejk)) (; EV((ej(kH)))
|CEVP((04, 03, . , 01y 0k:1))| = |CEVP((04, 02 -, 01))| " |CEVP((01+1))|
P((O], 02y vuny Ofy 0k+,)|(ej1, €2y «en s ej(k+1))) = P(01|ej1)>P(02|ej2)>.<..>P(0k|ejk)>P(0k+1|ej(k+1))
= P((O], 02y vy ok)|(ej1, €2y« s ejk)) ><P(0k+,|ej(k+1))
Noétese que estas formulas no tienen en cuenta el posible colapso del espacio de versiones asociado, o cua podria
ser 0 no importante segun las caracteristicas del problema.
Si los espacios de versiones en CEVP(O) son todos mutuamente disyuntos, para cualquier concepto ¢; en L solo
existiraalo sumo un Unico espacio de versiones EV(S;) que lo contenga ay en estas condiciones P(c;|0) u P(OIS) y
todos los conceptos de EV(S)) tendran la misma prioridad a posteriori; para hallar los conceptos més probables
bastara con encontrar e EVP(S;) més probable. Si los espacios no son disyuntos es necesario encontrar las
intersecciones mutuas no vacias entre los distintos espacios de versiones del CEVP(O) hasta hdlar la interseccion
con la maxima probabilidad; el espacio de versiones resultante tendrd una probabilidad proporcional alasumade las
probabilidades de los espacios de versiones involucrados. Sea EVM(O) € espacio de versiones que contiene los
conceptos con la mayor probabilidad dada la secuencia observada O, con CEVP(O)={EVP(S;), EVP(S:), ... ,
EVP(S,)} y sea m=|CEVP(O)|; entonces:
(d EvM(0)) U ($EVP(S)1 CEVP(O) (EVP(S)=(p, EV(S))) U(dl EV(S))) U
(" EVP(S)I CEVP(0)) (" ¢l EV(S) ((EVP(S)=(EV(S), p)) P (P(d|0) * P(clO))) )

$41 CEVP(O) (41 {6})" il NCLIAN((EV(S),p)] A)?VM(O) = jé'lEV(S,.)g

3. Master Mind y el Juego de las Picas & Fijas

Master Mind es un juego para dos jugadores originamente inventado en 1970 por Mordecai Meirowitz cuyo
objetivo es que aguno de los jugadores adivine € “cddigo” o clave del otro en el menor nimero de jugadas posible
mediante intentos sucesivos para cada uno de los cuaes recibe del jugador contrario una informacion veraz pero
limitada. S se dgja a un lado los detalles de los colores y tamafios de las fichas y la organizacion del tablero se le
puede describir como un juego numérico conservando su esencia por completo. Un jugador a que se llamara
“ordaculo” elige aeatoriamente 0 a su gusto un nimero de cuatro cifras en base seis que permanecerd invariable alo
largo de todo € juego; s se representa este nimero como una cuddrupla de las cifras individuales del nimero
elegido se podra decir que es de laforma (g, b, ¢, d) tal que a, b, c,d1 {0, 1, 2, 3, 4, 5}; a esta cuédrupla se le
denominaré codigo. El jugador contrario llamado “ adivinador” realiza méximo 12 intentos en cada uno de los cuales
le comunicara a oréculo codigos de cuatro cifras en base 6; a cada intento e oréculo respondera con un resultado
compuesto por dos valores. el nimero de cifras que ambos cadigos, el del oréculo y € del adivinador, tienen en



comin en las mismas posiciones dentro de la cuédrupla, y € nimero de cifras iguales que estan en posiciones
distintas en ambas cuéadruplas; alos primeros se les llamardfijas y alos Ultimos picas.

El juego de Pics& Fijas es una variacion del juego de Master Mind en € que cada cifra puede ir del 0 a 9, es decir
que el codigo esté en base 10, pero no pueden repetirse cifras ni en €l nimero a adivinar ni en los intentos que se
presentan a oraculo. Por gemplo e nimero 1231 no es un codigo valido a adivinar ni un intento plausible. El
siguiente es un posible juego completo de gemplo:

Codigo elegido por el ordaculo: (5, 2, 9, 0)

Intento #1 del adivinador: (1, 2, 3, 4); el oraculo retorna: fijas = 1, picas = 0.

Intento #2 del adivinador: (1, 7, 9, 8); el oraculo retorna: fijas = 1, picas = 0.

Intento #3 del adivinador: (1, 0, 5, 6); el oraculo retorna: fijas = 0, picas = 2.

Intento #4 del adivinador: (0, 2, 9, 5); el oraculo retorna: fijas = 2, picas = 2.

Intento #5 del adivinador: (5, 2, 9, 0); el oraculo retorna: fijas = 4, picas = 0.

Fin del juego en 5 jugadas

3.1 Picas & Fijasy los Espacios de Versiones

Unaforma muy directa de representar el juego como conceptos de espacios de versiones viene del uso de cuédruplas
tal como se planteo anteriormente. Se puede definir un lenguaje L con las dimensiones D,=D,=D;=D,={0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 9} y los simbolos especiales para los cuales ? < 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 <* eslareacion "més
especifico que". Con este lengugje se podria especificar por gjemplo que e primer valor del codigo es con certeza el
nimero 5, pero que se desconocen los demas valores, mediante € eemplo de entrenamiento (5,7, ?, ?),
verdadero); 0 se podria decir que toda cuadrupla que finalice con un cuatro es falsa, es decir que e codigo no tiene
un 4 en su Ultima posicion, a través del gemplo ((*, *, * 4), falso). También se podria indicar que todos las
cuédruplas son verdaderas con ((*, * *, *), verdadero), aunque esto Ultimo nunca pasaria en un juego de
Picas& Fijas real.

3.1.1 Ejemplos de Entrenamiento

Generar todos los g emplos que se deducen de los resultados de un intento se limita a calcular las permutaciones y
combinaciones de las posiciones y valores de la cuédrupla de dicho intento. Se puede empezar por especular cuaes
son las fijas de la cuédrupla, si las hay, las cuales serdn las combinaciones de todos los valores de la tupla con un
tamafio igua a numero de fijas. Para cada hipdtesis existira un concepto que afirme en cada caso que los valores
escogidos como fijas estan ya en € lugar correcto dentro de la cuadruplay que no asevere nada acerca de las demas
posiciones. La siguientes funciones se definen para n-tuplas para que sirvan en variantes del Picas & Fijas de varias
cifras aunque en laversion tradicional de este juego n=4.
Combinaciones-F(n-tupla, numero-de-fijas) ® Conjunto-de-n-tuplas
D 1 Combinaciones-F(C, k) U (D=(d,, d>, .., d,)) U (C=(c/, c2, -, c,)) U $FI NC[L, n] (JFI=k) " il NG[1, 7]
(1 Fb d=c,)U@l Fb d=?))
a#Clo_ |C|!

§ /5 (Cl-rl
Ejemplos: Combinaciones-F((1, 2, 3, 4), 1) = {(1,2,2,7), (?,2,72,?), (?,2,3,2), (?, 2,2, B}; Combinaciones-
F((1,2,34,3={1,23,7,1,272,4,(1 7,34, (22,3, 4)}
Un tratamiento similar se aplica alas posibles picas de las cuales se sabria €l valor y que deberian estar ubicadas en
posiciones distintas a las que ocupaban dentro del intento. Puesto que no solo importa qué valores se asumen como
picas s no también sus nuevas posiciones, se necesita calcular las permutaciones de las mismas que no repitan
ninguna de las posiciones originales anteriores. En adelante se entiende que al C con C=(c;, ¢3, ..., ¢,) S y solo S
existea menosun entero i entre 1y » tal que ¢;=a.

Permutaciones-P-F(n-tupla-intento, n-tupla-fijas, numero-picas) ® Conjunto-de-n-tuplas
D1 Permutaciones-P-F (C, F, ) U (D=(d,, d>, ..., d,)) U (C=(c, ¢3, -y ¢)) U (F=(f3, fo, s 1)) U $PI NC[1, 1]

(PEE) " i NG[L, (il PP ((£=2) U(dl C)U(dl F) U(dtc))) U@ PP (d=f)))

La funcion Permutaciones-P-F requiere como su segundo parametro la cuadrupla de un concepto que establezca
hipotéticamente |a identidad de |as fijas en € intento (1% pardmetro). Cada hipdtesis sobre |as fijas ser4 ampliada por
varias hipétesis que estableceran laidentidad de las picas en los valores restantes y sus verdaderas posiciones dentro
de la cuddrupla
Ejemplo: Permutaciones-P-F ((1, 2, 3, 4), (1L, 7,2,?7), 2) = {(1,72,293), (1,3,2,?7), (1,3,?7, 2), (1, 4,2, 7?),
(1,4,2,2,(1,72,42,(1,4,2,3),(1,3,472),(1 2,4 3)};
El nimero de hip6tesis que genera esta funcién esta acotado como |o muestra la ecuacion:

?C |- fgxr |pC|- f-» £ |Permutaciones-P-F(C, F, k)| £ ?C |- fgxr IpCI- f

o kg
con f e nimero de fijas en F, o lo que es igua, & nimero de elementos distinto de ? en dichatuplay r las
permutaciones gjustadas dada por la férmula:

Se cumple que [Combinaciones-F(C, f)| =



i1 ,Sin<r

r; :} n! .
l—— g
f(n-r)x!
Ejemplo: Permutaciones-P-F ((1, 2, 3,4), (1, ?, 7, ?), 3) ={(1, 4, 2, 3), (1, 3, 4, 2)}.
L as dos funciones anteriores generan todos |os gjemplos positivos que se deducen de los resultados obtenidos tras un
intento; cada ejemplo positivo es una hipGtesis separada. Es factible generar ggemplos negativos para cada hipétesis;
por ejemplo todo valor que no haya sido elegido como una fija 0 una pica deberd ser un desacierto por lo que no
podréa aparecer en ninguna parte del cddigo. Lafuncion Desaciertos recibe el intento original y la hipdtesis de los
valoresy posiciones de las picas y las fijas para retornar todos los posibles casos que rechazan individua mente cada
desacierto en cada posible posicion.
Desaciertos(n-tupla-intento, n-tupla-fijas-picas) ® Conjunto-de-n-tuplas
D 1 Desaciertos (C, P) U (D=(d;, d>, ..., d,))U (C=(cs, ¢z, ooy ) U (P=(ps, P2, - pn)) U $q1 NC[1, 1]
" NC[1, n](i=q P ((d] O U(T P))U(tqP d=%))
Ejemplo: Desaciertos((1, 2, 3,4), (1, 3,2, 7)) ={(4, * * *), (* 4, * %), (¥ * 4, %), (% * * 4)}.
Debido a la restriccion que no permite repetir valores en € juego de picas&fijas se pueden generar otros ejemplos
negativos que rechacen 10s aciertos en las demés posiciones por ellos ocupadas.
No-repeticiones(n-tupla-fijas-picas) ® Conjunto-de-n-tuplas
D1 No-repeticiones (P) U (D=(d,, d, ..., d,)) U (P=(p1, p2, .y p)) USgl NC[1, n] " il NC[1, n](i=g b ((dl P) U
d*p))) U@ g P d=%))

Ejemplo: No-repeticiones ((1,2,2,2))={ (*, 1, * %), (* * 1, %), (} * ¥ 1), (2 * * %, (¥ * 2 %), (* * * 2)}.

3.2 Ejemplos Compuestos Probabilisticos

n3r

Cada hipotesis genera varios g emplos distintos, a lo sumo uno positivo y varios negativos. Sin embargo no es
préctico dividir estos giemplos y asignarles una probabilidad individual; en su lugar debe tratarse el grupo de todos
los gjemplos de una hipdtesis como un gjemplo compuesto que tiene una probabilidad condiciona que cubre a
conjunto como un todo pero no a sus elementos. ejemplo-compuesto = (conjunto-ejemplos-simples, probabilidad).
El efecto de dicho gemplo compuesto se calcula actualizando € espacio de versiones de entrada con todos los
gemplos simplesy asignandole al resultado fina el producto de las probabilidades involucradas.

Por ejemplo si en el juego de Picas & Fijas € intento (1, 2, 3, 4) retorna el resultado fijas = 1, picas = 1 se pueden
generar las siguientes 12 hipétesis cada una con una probabilidad de 1/12: (Fijas = {1}, Picas = {2}), (Fijas = {1},
Picas = {3}), (Fijas={1}, Picas= {4}), (Fijas={2}, Picas= {1}), (Fjas={2}, Picas= {3}), (Fjas={2}, Picas =
{4}), (Fijas = {3}, Picas = {1}), (Fijas = {3}, Picas = {2}), (Fijas = {3}, Picas = {4}, (Fijas = {4}, Picas = {1}),
(Fijas={4}, Picas={2}), (Fijas={4}, Picas={3}).

Si se asume que en € intento (1, 2, 3, 4) & conjunto de fijas es {1} y & de picas es {2}, se pueden generar las
siguientes dos hipdtesis cada una con una probabilidad condiciona de 1/2: que e nimero 2 va en la 32 posicion 6
que vaen la42 posicion.

Si se asume que en € intento (1, 2, 3, 4) e conjunto defijases {1}, que el de picases{2} y que laposicion correcta
del valor "2" es la 32 posicion, se pueden generar € siguiente concepto compuesto: { ((1, ?, 2, ?), verdadero),
(B, * * ™), falso),  ((*,3, % *),falso) ., ((**3,*),falso), ((** * 3)falso), ((*1,% %), falso) ,
((*, * 1, *), falso), ((* * * 1), falso), ((2, * * *),falso), ((*, 2, * *), falso) , ((* * * 2),falso) } con una
probabilidad de 1/24.

3.3 Usando un Espacio de Versiones para Condicionar los Intentos Consecutivos

Lo complicado del juego Master Mind no es calcular todas las hipétesis que se desprenden de un solo resultado
individual sino aguellas que se derivan conjuntamente de los resultados de varios intentos consecutivos.
Afortunadamente como los resultados de un intento no dependen de los intentos anteriores ni posteriores se puede
modelar la incertidumbre de los mismos como s se tratara de un proceso de ruido de la forma en que lo plantearon
[6].
El CEVP, serd un conjunto cuyo Unico elemento tiene a espacio de versiones inicial EV, con sus conceptos mas
generales y mas especificos dados por G, = {(*, *, * "}y E, ={(?, 2, ?, ?)} y una probabilidad de ocurrencia del
100%:

CEVPy = CEVP((f)) = {(EV,, P=100%)} = {( (G=(*, * * %), E=(?, ?, ?, 7)), P=100% )}
Cada vez que e adivinador realice un intento los resultados del mismo, la cantidad de picas y fijas, deberan
traducirse a ejemplos compuestos probabilisticos que puedan emplearse con € Algoritmo de Eliminacion de
Candidatos. El conocimiento acumulado derivado de los intentos realizados estard4 almacenado en € conjunto de
espacios de versiones posibles CEVP. Conforme €l juego avance y se realicen los intentos adecuados, agunos de los
espacios de versiones reduciran su tamafio pero la mayoria colapsarg; estos dos efectos combinados contrarrestaran
€l nimero siempre creciente de hipétesis consideradas.



3.3.1 Estrategia de Juego

Siguiendo € planteamiento de [6] € concepto més probable es € mejor candidato a ser e codigo del oraculo que se
debe adivinar. Esta estrategia es directa, facil de implantar y en general funciona bien, pero tiene un caso patol égico
donde se desempefia mal s se juega un MaterMind o un Pica& Fijas modificado con mas valores posibles en cada
posicién, por giemplo con un cédigo en base 16 o superior o con menos de 4 cifras. Supdnganse que en un juego de
manera muy temprana se han determinado la mayor parte de los nimeros del cédigo y en las posiciones correctas,
pero que faltan por concretar |0s elementos que ocupan unas pocas posiciones en latuplay la cantidad de candidatos
para los mismos es muy ata, digase ¢. La estrategia de [6] trataria de adivinar € cddigo de forma directa en cada
intento, aln cuando la probabilidad de que esto ocurra es baja, por lo que desperdiciara en promedio ¢/2 intentos
antes de acertar €l cddigo. Unamejor alternativa seria la de usar las posiciones que ya se conocen con los candidatos
por probar con € fin de evauar y descartar e mayor niimero de ellos en cada intento.

Ejemplo: El oraculo escoge el nimero 1239 y rompiendo las reglas da a conocer los tres primeros valores a
adivinador. En este punto ya se debe saber que {1, 2, 3} son lasfijas, y que & valor faltante debe se uno del conjunto
{4, 5, 6, 7, 8, 9, 0} Siguiendo la estrategia del mé&imo a posteriori se harian los siguientes intentos, no
necesariamente en este orden: (1, 2,3, 4), (1, 2,3,5), (1, 2,3,6), (1, 2,3,7), (1,2, 3,8),(1,2,3,9), (1, 2, 3,0). En
promedio necesitarian 3.5 intentos para atinarle a c6digo con un caso peor de 7 intentos.

Una estrategia megjor en estos casos seria la de probar la mitad de los candidatos en cada intento, hasta que e
ndmero de los mismos sea menor que el doble del nimero de posiciones no acertadas.

Intento #1 del adivinador: (4, 5, 6, 7); el oraculo retorna: fijas = 0, picas = 0.

Ahora los candidatos son {8, 9, 0} lo que dgja una probabilidad del 33% de ganar en € siguiente intento. Si intento
cualquier pargja de este trio de candidatos en la siguiente jugada, se determinara cual de lostres es el valor correcto.
Intento #2 del adivinador: (1, 2, 8, 9); el oraculo retorna: fijas = 3, picas = 0.

Intento #3 del adivinador: (1, 2, 3, 9), el oraculo retorna: fijas = 4, picas = 0.

Fin del juego en 3 jugadas

Incluso si el resultado del 1% intento fueran distinto, se ganaria en un maximo de 3 jugadas: Fijas = 1, picas = 0
indicaria que e valor fatante es € 7y se ganaria en dos jugadas; Fijas = 0, picas = I reduciria los candidatos a {4,
5, 6} lo que seria equivalente ala situacion contemplada en el intento #2.

4. El algoritmo de Knuth

Knuth presentd un algoritmo capaz de ganar €l juego de MasterMind en un méximo de 5 jugadas con un promedio
de 4.48 jugadas, [3]. Este agoritmo necesita amacenar de forma explicita e conjunto de todos lo casos posibles
para ir tachando tras cada intento agquellos codigos que no son compatibles con los resultados obtenidos. Para
generar un nuevo intento, cada intento potencial es comparado con los casos posibles no tachados con € fin de
determinar cuantos puede eliminar cada intento en la peor de las suertes. Siguiendo esta estrategia Minimax, se
escoge € intento con mayores eliminaciones juzgando cada intento segun la minima cantidad de casos eliminaria.
Con pocas modificaciones el algoritmo de Knuth se puede adaptar para jugar € juego de Picas& Fijas.

5. Resultados Experimentales

Se desarrollé un sistema completo de espacio de versiones en CLOS, la extension orientada a objetos del legugje
LISP, como parte de un proyecto de desarrollo y prueba de un compilador de dicho lenguaje. Sobre esta aplicacion
se implementaron las estrategias presentadas en este trabajo. También se implemento una version ampliada del
algoritmo de Knuth .

5.1 Resultados en € juego Master Mind.

Knuth

Espacios de Versiones

Jugadas: 500

Numero promedio de Jugadas: 4.482
Desviacion estdndar nimero d jugadas: 0.631
NUmero maximo de Jugadas. 5

Numero minimo de Jugadas: 2

Jugadas: 1000

Numero promedio de Jugadas: 5.516
Desviacion estdndar nimero d jugadas: 1.001
NUmero maximo de Jugadas. 8

Numero minimo de Jugadas: 2

5.2 Resultados en € juego Picas& Fijas.

Knuth

Espacios de Versiones

Jugadas: 200

Numero promedio de Jugadas: 5.33
Desviacion estdndar nimero d jugadas: 0.743
NUmero méximo de Jugadas. 7

Numero minimo de Jugadas: 3

Jugadas: 1000

Numero promedio de Jugadas: 5.27
Desviacion estandar nimero d jugadas; 1.117
NUmero maximo de Jugadas. 8

Numero minimo de Jugadas: 1




6. Mejorando el Lenguaje de los Conceptos

El lengugje de las conjunciones de literales positivos y sus negaciones también es compatible con el agoritmo de
eliminacion de candidatos [8]. El conjunto de conceptos generales en el lengugje de los literaes positivos presenta
una explosion combinatoria cuando es especializado minimamente con miras a rechazar algin ejemplo negativo,
producto de la necesidad de expresar literales negativos como la enumeracion de todos los demas literales positivos
posibles.
Ejemplos: En € juego de Picas& Fijas y e lengugje L las Unicas nueve especializaciones minimas del concepto
((*,*,*,%), verdadero) que rechazan a gemplo ((1, * *, *), falso) son ((0, *, *, *),v), (2, *, * *),v), (3, *, * %), v),
(4 %% 9,00, (G % % ,0), (6, % % %), v), (7, % % %), ), (8, % % %), v), (9 % * ¥, v) donde v esigual a
verdadero. El nlmero de especializaciones minimas del concepto ((*,*,*,*), verdadero) que rechazan a eemplo ((1,
2, *, %), falso) son 81 entre las cuales estén: ((0, O, *, *), v), (0, 1, *, *), v), ((O, 3, *, *),v), ..., ((0, 9, *, *), v), ((2, 0,
* ), . (9,7, % 9),v), ((9, 8, * *), v) aunque algunos conceptos (ocho) pueden se anulados por que contienen
valores repetidos. El nimero de especializaciones minimas del concepto ((*,*,*,*), verdadero) que rechazan d
gemplo ((1, 2, 3, 4), falso) son 6561 de |os que se pueden anular algunos.
Una buena alternativa es usar un lengugie que permita describir facilmente cuales han sido los elementos
descartados ya que e nimero de desaciertos supera ampliamente al de aciertos pues de todos lo codigos posibles
solo uno es € correcto y €l 60% de |os valores son desaciertos en la Picas& Fijas y hasta un 90% en MasterMind. En
cada posicién de la cuadrupla se deben poder especificar varios valores descartados, contrario a Unico valor correcto
que puede existir en cada posicion. El lengugje de las conjunciones de las negaciones de disyunciones por cada
posicién de la cuadrupla cumple con todos estos requisitos.
El operador Ni (ror) también conocido como la flecha de Pierce es eguivalente a la negacion de disyunciones:
(r; " x .. x)° @k, Ux,U...Ux,). En @ nuevo lengugje cuaquier grupo de literales véidos unidos por
operadores ni es un valor posible para cada posicion de la cuadrupla. Generalizando para una n-tupla:

L={ ¢ : c=(m;, my, ... ,m,) U" il N(1£iEn) P (m; 1 {@* @2} U((K31) U(@m=B (x;; Uxp, U.. Uxy) U

"/ N(LEiER) P (x] D)))}

En L, los conjuntos iniciales son G, = {((8*@*0* 3%, verdadero)} y E, = {((8?,8?,D?,D8?), verdadero)} . B* se
puede interpretar como "ningln literal" mientras que @7 se puede interpretar como "cuaquiera de los literales'.
También setiene que (3* =?) y (@? = *).
Ejemplo: En L, e ndmero de especializaciones minimas del concepto ((3*,0*,0*,0*), verdadero) que rechazan &
gemplo (A1, * * *), falso) esuno: (0" 2~ 345 6 7 8 9,), verdadero); este caso equivae a
confirma que 1 es unafijaen la primera posicion.

7. Trabajo Futuro

Una de las primera aplicaciones basada en espacios de versiones fue LEX que efectuaba integracion simbdlica
empleando |os espacios para la generacion de heuristicas que permitieran determinar el orden en que las diferentes
técnicas de integracion tradicionales debian aplicarse a cada tipo de formula para poder halar exitosamente su
antiderivada.

Un buen compilador optimizador contara con un repertorio de optimizaciones posibles sobre los cédigos fuente y
generado, pero e desempefio final dependerd del orden que se apliquen dichas optimizaciones. Un planteamiento
similar al empleado en LEX permitiria € desarrollo de heuristicas que indiquen en que orden aplicar técnicas de
optimizacion conocidas a diferentes patrones de codigo de forma que se maximice € rendimiento final.

Reconocimiento

Este trabgjo inicié como una parte de unatesis de Maestria en Sistemas dirigida por € profesor Luis Roberto Ojeda
en la que se estd desarrollando un compilador de LISP. Fue é quién propuso € tema de los Espacios de Versiones
para ser desarrollado en el lengugie y adquirir asi un buen mangjo del mismo. La aplicacién resultante servird para
comprobar e funcionamiento del compilador una vez terminado.
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