El fundamento matematico de la escala musical
y sus raices pitagoricas
Maria Cecilia Tomasini*

Introduccion

Laestructuramateméticadelaescalamusical asombro alos pensadoresdelaEscuela
Pitagdrica(siglosV1-V a.C.) quienesrecurrieron alamusicaparailustrar los principios
desufilosofia. Los bidgrafos de Pitégorast nosrelatan que el sabio griego seinteresd
en los fundamentos matemati cos de esta ciencia cuando escuchd casualmente que los
golpes de diferentes martillos sobre el yungque de un herrero emitian sonidos
concordantes?. También nos cuentan que el maestro habriaadquirido sus conocimientos
musical es durante sus viajes por Egipto y Babilonia®.

Los fundamentos mateméticos de la musica, estudiados y enunciados por los
pitagdricos, constituyeron la base de todos |os manuales de misica que se elaboraron
posteriormente. Entre estos manuales, uno de los mas importantes es € Tratado sobre
lamisica escrito por Boecio en el siglo VI d.C. Este autor latino desarroll6 y extendié
los principios del Pitagorismo, basandose en los principios enunciados por los
pensadores pitagoricos. Esta tratado fue la base de toda la teoria musical elaborada
durante el Medioevo en e Occidente Cristiano. Boecio consideraba quelamusicaera
unadelascienciasquepermitiaa hombre alcanzar lasabiduria. Por ese motivo denoming
guadrivium o cuadruple via hacia la sabiduria al conjunto de las cuatro ciencias
matemdticas por excelencia: lamusica, laaritmética, lageometriay laastronomia.

A lolargo delossigloslaestructuramateméticade lamusica siguié despertando el
interés de los filésofos, de los cientificos y de los musicélogos. Segln veremos méas
adelante, alin las modificacionesimplementadas por J. S. Bachen el siglo XVIII ensu
obra El clave bien temperado son factibles de unainterpretacion matemética.

En este articul o analizaremos| os fundamentos mateméti cos delaescalatonal vigente
en Occidente, vinculandolos con las fuentes de la Escuela Pitagorica; y describiremos
brevemente algunas de | as experiencias disefiadas por el legendario Pitagorascon €l fin
de entender |os principios subyacentes ala misica

* Docente de la Facultad de Ciencias Sociaes y de la Facultad de Ingenieria - UP.

1. Los pitagoéricos atribuyeron todos los descubrimientos de la Escuela Pitagérica a la figura de su
legendario maestro, Pitégoras. Sin embargo, a pesar de que es indudable la existencia de la Escuela 'y
de los Pitag6ricos, no es posible corroborar la existencia histérica de su maestro. A partir del siglo 11
d.C. se escribieron diversas biografias de Pitagoras. Los biégrafos pitagéricos —Jamblico, Porfirio,
Diogenes Laercio y Focio- nunca pusieron en duda la existencia real del maestro. Para més detalles
sobre el tema, ver W. K. C. Guthrie, Los filésofos presocréticos.

2. Jamblico, Vida Pitagorica, 26. E. K. S. Guthrie, The Pythagorean Sourcebook and Library, pag. 86.

3. Porfirio, Vida Pitagodrica, 6. En lbid., pag. 124.
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La octava musical

Es un hecho por todos conocido que a pulsar una cuerda tensada se obtiene un
sonido. El sonido obtenido dependera de la longitud de la cuerda. Cuando la cuerda
pulsada se divide en porciones de cierta longitud bien determinada, entonces surgen
ocho sonidos que se conocen como las ocho notas de la escalamusical (Diagrama 1).

La propiedad que relacionalalongitud de un objeto vibrante con unanotamusical
determinada se verifica para cualquier clase de abjeto. Asi, por g emplo, dividiendo en
diferentes partes lalongitud de un tubo por €l cual circulaaire se generan también las
diversas notas musicales.

Diagrama 1
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Lasucesion de las ocho notas de laescalamusical ;
do re m fa sol la s DO

se denomina octava. Cada una de estas notas tiene sus correspondientes octavas
superior einferior. Por jemplo, lanota DO eslaoctava superior delanotado. Lanota
tomada como base de la escala- en este caso la nota do- se denomina ténica.

El principio que relacionalalongitud de una cuerda vibrante con las notas de la
escala musical era muy bien conocido por los pensadores de la Escuela Pitagorica,
quienes habrian empleado un monocordio —esto es, una cuerda tensada sobre la cual
se desliza un puente movil- pararealizar sus experiencias. En la actualidad las notas
musicales no se definen a partir de lalongitud del objeto vibrante, sino a partir de la
frecuencia de vibracion delaonda sonora emitidapor dicho objeto. Lafrecuenciay la
longitud de una onda sonora se encuentran vinculadas por medio de la ecuacion
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dondef eslafrecuenciaexpresadaen hertz, v eslavelocidad del sonido en metros/seg;
y | eslalongitud de la onda en metros. Las bajas frecuencias corresponden a tonos
graves, mientras que las atas frecuencias caracterizan alos tonos agudos.

Lasfrecuencias queidentifican alas ocho notas delaescalason, aproximadamente,
las siguientes®:

Tabla 1
Nota musical Frecuencia en hertz
do 261
re 293
mi 328,8
fa 348,3
sol 391,1
la 438,9
s 492,7
DO 522

Relaciones de proporcion entre las notas de la octava

Laconstruccién delaescalamusical descansasobre ciertasrelacionesde proporcién
existentes entre sus notas. Los fildsofos pitagdricos fueron los primeros en enunciar
este principio en Occidente. Efectivamente, Arquitasde Tarento (sigloV a.C.) expresaba
gue‘ ...enlamlsicaexistentresmedias: la primera esla media aritmética; la segunda
es la geométrica; la tercera esla media subcontraria, llamada arménica...” °.

Laprimeradelas proporciones mencionadas por Arquitas—amedia aritmética- se
escribe mateméti camente como®

_a+c
b = 5 @

4. Las frecuencias del cuadro corresponden a las notas centrales del piano. Datos extraidos de J.
Jeans, Mateméticas de la misica.

5. Fragmentos, 16. En K. S. Guthrie, Op. cit., pag. 185.

6. Las expresiones algebraicas correspondientes a los tres tipos de medias citadas por Arquitas no
eran conocidas por los antiguos griegos, puesto que €l lenguaje algebraico fue introducido en Europa
por los érabes durante el transcurso de la Edad Media. Ver A. C. Crombie, Historia de la ciencia. De
San Agustin a Galileo.
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Reemplazando ena el valor delafrecuenciadelanotadoy en c el que corresponde
alanotaDO —esdecir, reemplazando ay ¢ por |os extremos de la octava- obtenemos

| 261+522 -

1
5 3915

gue es aproximadamente el valor de lafrecuenciadelanotasol. Esdecir quelamedia
aritmética determinalarelacion existente entre las notasdo y sol; o entrelanotadoy
su quinta. Esta relacion se denomina intervalo de quinta. El cociente entre las
frecuencias delanota sol y lanota do da por resultado el valor del intervalo de quinta:

L8 intervalo de quint 3
Xl - 2 intervalo dequinta  (3)

Laterceradelasproporcionescitadaspor Arquitas—amediaarmonica- tienelaforma

2ac
b = a+c 4

Reemplazando respectivamenteay c por lasfrecuenciasdelasnotasdoy DO obtenemos

2x261x522
b = 261+522 = 8

gue corresponde aproximadamente a la frecuencia de la nota fa. En consecuenciala
proporcién armoénicadefinelarelacion entrelasnotasdoy fa, o larelacion entrelanota
doy su cuarta. A estarelacion seladenominaintervalo de cuarta o cuarta perfecta,
y su valor puede obtenerse a partir del cociente entre las frecuencias de ambas notas:

483 - 4

intervalo de cuarta 5
x 3 ©)

Por dltimo lamedia geométrica se expresa al gebrai camente como

b =~ ©)

y caracterizalarelacion entre octavas sucesivas. Por gemplo, si reemplazamosa por la
frecuencia de la nota do y b por la frecuencia de su octava -la nota DO- entonces
podemos obtener lafrecuencia en hertz que caracterizaala siguiente octava:

18



%l 52 (522)?
—_— = = =

= 1014
52 ¢ T m

Estevalor correspondealaoctavadelanotaDO, quellamaremosDO". Larelacion
entre octavas —o interval o de octava- tiene el valor

52 . 2 .
= —1 intervalodeoctava  (7)

261

El cocienteentrelamediaaritméticay lamediaarménica
a—+c
2
2ac
a+c

determinael valor delarelacion entretonos. Efectivamente, si reemplazamosay c por
las frecuencias de la nota do y de su octava obtenemos

261+522
2 9

(2x261x522j:g intervalo detono  (9)

261+ 522

®©

Deestamanera, si alafrecuenciacorrespondiente alanotafalamultiplicamos por
9/8 obtenemos

348,3x g =391,8

gue es, aproximadamente, la frecuencia que corresponde a la nota sol, distante en un
tono delanotafa.

Laoctavamusical satisface también lasiguiente relacién proporcional ;

(a+cj
a _ 2 (20)

(2&6) c
a+c
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Dado que la proporcion armonica (2ac/a+c) define larelacion de una nota con su
cuarta perfecta, y la proporcién aritmética (a+c/2) determina la relacién de una nota
con su quinta, la expresion anterior puede enunciarse de la siguiente manera:

“Larelacion entre el extremo menor dela octavay la cuarta nota esidénticaala
relacion entre la quinta nota y €l extremo mayor” .

Graficamente estarel aci 6n puede representarse en €l siguiente diagrama:

do re mi fa sol la si Do

Por otraparte, si escribimoslaecuacion (10) como

(a+c)
c 2 (11)

2ac)  a
a+c
podemos decir que “ larelacion entre el extremo mayor de la octava y la cuarta nota

esidéntica alarelacion entre la quinta nota y €l extremo menor de la octava” . Esta
relacion puede representarse en un diagramaandlogo al anterior:

do re mi fa sol la si Do

L os dos ultimos diagramas pueden dibujarse conjuntamente de la siguiente manera:

Diagrama 2

do re mi fa sol la si DO

cuarta

quinta

octava
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Estadiagrama—o, de maneraaternativa, lasexpresionesalgebraicas (10) y (11)- son
formas equivalentesde mostrar lasimetria que presentalaescalamusica en su estructura
matemética. El diagrama2 permitevisualizar, ademés, larelacion existenteentred intervalo
de cuarta, €l de quintay el de octava. Estarelacion era perfectamente conocida en la
Antigua Grecia, y fue enunciadapor €l pitagérico Filolao (sigloV a.C.) delasiguiente
manera: “ la extension de la octava es una cuarta mas una quinta” ’ .

L as relaciones mateméticas hasta aqui expuestas se encuentran sintetizadas en la
siguiente tabla:

Tabla 2

Nombre del intervalo Valordelintervalo Tipo de proporcion Expresion algebraica

Cuarta perfecta 4 armonica b 2ac
3 S a+c
Quinta 3 aritmética a+c
2 b= 5
Octava 2 geométrica a_ b
1 b ¢
Tono 9 aritmética a+c
8 armonica 2
b =
2ac
a+c

La serie 6, 8, 9, 12

Laspropiedadesdelaescalamusical eranilustradas enlaAntigliedad por medio de
los nimeros
6,8,9 12

En efecto, Jamblico —bibégrafo de Pitdgoras que vivié entrelossigloslil y 1V d.C.-
describe los descubrimientos musicales de la Escuel a Pitagérica haciendo uso de esta
serie numérica. También Calcidio —fil6sofo neoplaténico del siglo 1V d.C.- explica
detalladamente |as rel aciones entre cuartas, quintasy octavasrecurriendo aestamisma
serie’. Finamente Boecio, en su Tratado sobrela aritmética, refiere quelarelacion

7. Fragmentos, DK6. En K. S. Guthrie, Op. cit., pag. 168.
8. Vida Pitagoérica., 26. En Ibid., pag. 86 y ss.
9. In Timeo, cap. XL y ss.
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6 _ 9
8 12 (12)

representalaarmoniafundamental del mundo?®®.

Larelacion numérica (12) equivale alarelacion algebraica (10). Efectivamente, a
simplificar en (12) obtenemos

6 _ 9

_3
8 12 4

gueesel valor del intervalo de cuarta perfecta. En otras palabras, este valor denotala
relacién existente entre el extremo menor delaoctavay lacuartanota; o bien, larelacion
existente entre laquintanotay el extremo mayor delaoctava.

Por otra parte, efectuando |os cocientes entre los distintos elementos de la serie es
posible obtener lasrel aciones de proporcion que caracterizan alos diferentesinterval os
musicales. Por ggemplo

%:% o intervalo de quinta
6 _1 o intervalo de octava
12 2

% o intervalo de tono

Por lotanto, laserie6, 8,9, 12 permitegemplificar perfectamentetodaslasrel aciones
de proporcion que vinculan alas notas de la escalamusical.

Tonos y semitonos

L as ocho notas de la octava se encuentran separadas entre si por interval os detono
0 de semitono. Seguin se havisto, el valor del intervalo de tono es 9/8. Sin embargo, y
a pesar de su nombre, € intervalo de semitono no equivale, desde €l punto de vista
matematico, alamitad de un intervalo detono, puesto que estadefinido por lafraccion

26 samitono (12)
243
Losfil6sofos delaAntigua Greciaconocian muy bien losinterval os musicalesmés
pequefios que el tono. Efectivamente, seglin relata Boecio, Filolao habria definido
mateméticamente varios de estosintervalos . Del mismo modo, en el Timeo de Platdn

10. De aritm., 1164- 1165.
11. De inst. mus., 3.5. En K. S. Guthrie, Op. cit., pag. 169.
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(siglo IV a.C.) se encuentran enumerados, ademés de los intervalos de cuarta y de
quinta, los que corresponden al tono 'y al semitono®?.

La octava esta compuesta por cinco tonos y dos semitonos, distribuidos de la
siguiente manera:

do— re—min fa—sol— la— si N do

donde — denotauntono (T) y (M) denotaun semitono (S). Ladistribucién detonos
y semitonos es simétrica respecto de lanotare:

re—mi N fa — sol —la—si N do—1re —mi N fa—sol —la—si N do —re

Es decir que ladistribucién de tonos y de semitonos es similar tanto si se asciende
como si sedesciende en laescalamusical, tomando como punto de partidaalanotare.
Por esta motivo, durante la Edad Media los clérigos componian sus piezas religiosas
partiendo de esta nota

Laestructuratonal del intervalo de quinta essiempre detrestonosy un semitono:

Intervalo de quinta: 3T y 1S

Sin embargo, como consecuencia de la peculiar distribucion tonal de la octava,
encontramos que €l intervalo de cuarta puede tener una de las dos siguientes
composiciones tonales:

Intervalo de cuarta perfecta: 2T y 1S.
o bien

I ntervalo de cuarta aumentada o tritono: 3T.

En otras palabras, € interval o de cuarta perfectano sempre se verificaentrelas notas
dela octava. Hay intervalo de cuarta perfecta entre los siguientes pares de notas:

do- fa
re- sol
mi- la
sol- do
la-re
Si-mi

12. Timeo, 36 a-b.
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mientras que entre las notas
fa-s
existe un tritono o intervalo de cuarta aumentada.

A modo de sintesis, podemos citar nuevamente a Filolao, quien en los siguientes
términos describe, de manera breve pero completa, la estructurade la escalamusical:
“La extension de la octava es una cuarta mas una quinta. La quinta excede a la
cuarta por 8/9.... e intervalo de cuarta (vale) 3/4; € de quinta, 2/3; el de octava, 1/2.
Luego, la octava contiene cinco tonos completos y dos semitonos; la quinta, tres
tonos y un semitono, y la cuarta, dos tonos y un semitono” .

La escala templada o temperada de J. S. Bach

End sgloX VI Juan Sebastidn Bach (1685- 1750), en su obraEl clave bien temperado,
implement ciertas modificacionesfundamental esque habian sido introducidasalaescala
musical. Desde entonces la escala corrientemente empleada en Occidente esla escala
temperada. En esta escala existen once frecuencias intermedias entre una nota y su
octava superior. Las doce frecuencias de la escala temperada se denotan

do- do#- re- ref#t- mi- fa- fa#- sol- sol#- la- lat#t- s

donde €l signo # indica una nota “sostenida’. En €l piano, estas doce frecuencias se
corresponden con las sucesivas series de siete teclas blancas y cinco teclas negras.
Segln se observaen el esquemaanterior, enlaescalatemperadaseintercalan notas (las
notas #) entre aquellos sonidos de la octava que distan entre si en un intervalo de un
tono. Esdecir que seintercalan notasentredoy re; rey mi; fay sol; sol yla; lay si. Pero
en cambio no seintercalan notasentresi y do, y tampoco entremi y fa, yaqueladistancia
entre estos sonidos es de un semitono. Como resultado de estas modificaciones todoslos
sonidos sucesivos de la escala temperada estan separados entre si por una distancia
de un semitono. En otras palabras, entre dos notas consecutivas cualesquiera de la
escalatemperadaexiste siempre, exactamente, el mismointervalo.

Enlaescalatemperadalasfrecuenciasf,, y f,,; ; de dos notas sucesivas verifican la
siguienterelacion:

fre1=f, K donden=0,1,2, .... (13)

Partiendo de n = 0 podemos calcular |os primeros términos de laserie

13. Fragmentos, DK6. En K. S. Guthrie, Op. cit., pag. 168. Los pitagoricos no trabajaban con
frecuencias sino con longitudes de cuerdas; por esa razon es que las fracciones en la cita aparecen
invertidas.
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f1: foK

f2: fl K = fo K2
f3: f2 K = fo K3
y asi sucesivamente, obtenemos
fn= foK™; m=0,1,23,... (14

Esta ecuacion caracteriza la relacion entre las diferentes frecuencias de la escala

templada. En estaexpresion fj eslafrecuencia de la nota menor o notaténica; y la
constante K tiene e valor
K = 1,059

Suponiendo que tomamos como nota ténica a la nota do entonces

fo= 261

y laexpresion (14) tomalaforma

f= 261 x (1,059)™ (15

A partir de esta expresion podemos calcular, por ejemplo, la frecuencia
correspondiente alaoctava superior delanotado—esto es, lafrecuenciadelanotaDO-
Paraello reemplazamos en laanterior el valor m=12 obteniendo

foo= 261 x (1,059)12

Aplicando logaritmos m.a.men la dltimaexpresion nos queda

Infpo= IN(261) + 12In (1,059)

de donde despejamos €l valor def_

f DO = 519,25
que, efectivamente, corresponde con bastante aproximacion alafrecuencia de lanota
DO. Enéd sigloXVIII fue posibleresalizar estetipo de clculosgraciasalainvencion de

lafuncion logaritmica, descubrimiento realizado por John Neper (1550-1617) en €
transcurso del siglo XVI.
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Las experiencias de Pitagoras

Segun nos relata JAmblico en su biografia de Pitégoras, el sabio de Samos
habria comprendido las rel aciones mateméticas subyacentes alaescalamusical en
virtud de un hecho fortuito. Ciertamente, como ya hemos dicho, al pasar cercadel
taller de un herrero el maestro habria percibido que, al golpear el yunque con
diferentes martillos, se generaban sonidos armoni 0sos que se combinaban entre si
segln intervalos de cuarta, de quintay de octava. Asi habria descubierto que los
sonidos no dependen ni de la fuerza de los golpes ni de laformade los martillos,
sino del “tamarfio” de estos Ultimos. Posteriormente habria disefiado una serie de
experimentos con la finalidad de dilucidar los fundamentos mateméticos de la
musica. En uno de esos experimentos habria tensado cuatro cuerdas suspendiendo
diferentes pesos en sus extremos, y habria comprobado la existencia de ciertas
relaciones bien determinadas entre |0s pesos suspendidos y |os sonidos emitidos
por las cuerdas. Si bien el experimento descripto por Jamblico presentaciertoserrores
conceptuales en cuanto a las relaciones existentes entre 1os pesos y 1os sonidos, este
relato demuestra que los pensadores de la Antigiiedad tenian una idea bastante
claradel vinculo que se establece entre latension de una cuerday |la propagacion
de un sonido.

Habiendo comprendido |amateméti cade lamusicaen | as cuerdas, Pitégoras habria
extendido sus experiencias aotrosinstrumentos, obteniendo siempreidénticasrel aciones
de proporcion. Por o tanto, habria concluido quelasrazones subyacentesalosintervalos
de cuarta, de quintay de octava se verifican siempre, independientemente de los
materiales de los cuales estén hechos los instrumentos'. La ilustracion 1 muestraun
grabado del siglo XVI en €l cual se representa a Pitagoras ensayando las relaciones
musicales mediante diferentes tipos de instrumentos'.

A modo de conclusién podemos decir que, al ser analizado desde €l punto devista
de la matemética, el maravilloso fendbmeno de la musica presenta asombrosas
regularidades. Todo en ella obedece a la proporcion y ala simetria. Los sabios de la
Escuela Pitagorica fueron particularmente sensibles a los encantos sonoros de la
musica audible, y ala estructura racional de la ciencia musical. Por esta razén
consideraron ala musica como el més perfecto ejemplo del principio abstracto de
laarmonial®, y como el mas adecuado balsamo paralos malesdel cuerpoy paralas
dolencias del aima'’.

14. Jamblico, Vida Pitagérica, 26. En lbid., pag. 86 y ss.

15. llustracion 1: F. Gaffurio, Theorica musica, Milén, 1492. Extraido de R. Lawlor, Geometria
sagrada, pag. 7; Ed. Debate, Madrid, 1996.

16. Filolao, Fragmentos, DK6. En K. S. Guthrie, Op. cit., pag. 186.

17. Jamblico, Vida Pitagérica, 15. En Ibid., pag. 72.
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